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定理 m ∈ L1(0, T )は (0, T )のほとんど至るところでm ≥ 0とする. また aを正定数とする. こ
のとき ϕ ∈ C([0, T ])がすべての t ∈ [0, T ]に対して

1

2
ϕ2(t) ≤ 1

2
a2 +

∫ t

0
m(s)ϕ(s)ds

を満たすならば ∣∣ϕ(t)∣∣ ≤ a+

∫ t

0
m(s)ds

がすべての t ∈ [0, T ]に対して成立する.

証明 証明は [1, Lemma A.5, p.157]による. ε > 0とし, t ∈ [0, T ]に対して

ψε(t) :=
1

2
(a+ ε)2 +

∫ t

0
m(s)ϕ(s)ds

とおく. このとき, ほとんど至るところの t ∈ (0, T )に対して
dψε

dt
(t) = m(t)ϕ(t)

が成立し, さらに
1

2
ϕ2(t) ≤ ψ0(t) ≤ ψε(t)

がすべての t ∈ [0, T ]に対して成立する. よってこの結果からほとんど至るところの t ∈ (0, T )に
対して

dψε

dt
(t) ≤ m(t)

√
2
√
ψε(t)

を得る. 一方, 仮定より

ψε(t) =
1

2
(a+ ε)2 +

∫ t

0
m(s)ϕ(s)ds

≥ 1

2
(a+ ε)2 +

(
1

2
ϕ2(t)− 1

2
a2
)

≥ 1

2
(a+ ε)2 − 1

2
a2

≥ 1

2
ε2

がすべての t ∈ [0, T ]に対して成立する. いま t 7→ ψε(t)は絶対連続で,

d

dt

√
ψε(t) =

1

2
√
ψε(t)

dψε

dt
(t)

がほとんど至るところの t ∈ (0, T )に対して成立するので
d

dt

√
ψε(s) ≤

1√
2
m(s)

1



がほとんど至るところの s ∈ (0, T )に対して成立するので, それゆえ, (0, t)で積分すれば
√
ψε(t) ≤

√
ψε(0) +

1√
2

∫ t

0
m(s)ds.

がすべての t ∈ [0, T ]に対して成立する. 以上より∣∣ϕ(t)∣∣ ≤ √
2
√
ψε(t)

≤
√

2ψε(0) +

∫ t

0
m(s)ds

= a+ ε+

∫ t

0
m(s)ds.

がすべての t ∈ [0, T ]に対して成立する. ε > 0の任意性より主張が成立する. 2
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[1] H. Brézis, Opérateurs maximaux monotones et semi-groupes de contractions dans les especes

de Hilbert, North-Holland, Amsterdam, 1973.


