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定理 V を回帰的Banach空間, H をHilbert空間とする. もし V ⊂ H が稠密ならば, それぞれの
共役空間においてH ′ ⊂ V ′は稠密となる.

証明 T : V ′ → H ′を v∗ ∈ V ′に対して

⟨Tv∗, z⟩H′,H := ⟨v∗, z⟩V ′,V for all z ∈ H

によって定義する. このとき, R(T ) := T (H ′)は V ′の線形部分空間となる. さらにR(T )とH ′は
同一視できる. あとは

R(T )
V ′

=: R(T ) = V ′

を示せばよい. もしそうでないならば R(T )は V ′の真部分集合となるので, ある v∗0 ∈ V ′ \ R(T )

が存在する. よってHahn–Banachの拡張定理 [2, p.97, 系 6.4]より, ある Φ0 ∈ V ′′が存在して

Φ0(v
∗) = ⟨Φ0, v

∗⟩V ′′,V ′ = 0 for all v∗ ∈ R(T ),

Φ0(v
∗
0) = ⟨Φ0, v

∗
0⟩V ′′,V ′ = 1

とできる. 今, V は回帰的 Banach空間なので, ある v0 ∈ V が存在して,

Φ0(v
∗) = ⟨v∗, v0⟩V ∗,V for all v∗ ∈ V ∗

とできる. そこで, 任意の φ ∈ H ′ ⊂ V ′に対して, Tφ ∈ R(T ) ⊂ R(T )より

0 = Φ0(Tφ) = ⟨Tφ, v0⟩V ′,V = ⟨φ, v0⟩H′,H .

すなわち, v0 = 0 in H ′を得る. よって, それは

Φ0(v
∗) = ⟨v∗, v0⟩V ∗,V = 0 for all v∗ ∈ V ∗

を意味するが, v∗ = v∗0 のときには Φ0(v
∗
0) = 1に矛盾する. ゆえに

R(T ) = V ′

を得る. 2
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