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定理 Xを回帰的Banach空間, p ∈ [1,∞)とし, f ∈ Lp(a, b;X)とする. h > 0に対して τhf(t) :=

f(t+ h)によって平行移動を定義する. ここで, f がR全体で定義されていない場合には必要に応
じて f を Rへの 0拡張 f̃ に置き換えて τhf(t) := f̃(t+ h)と定義する.

このとき,

τhf → f in Lp(a, b,X) as h → 0.

証明 f̃ ∈ Lp(R;X)に注意すると稠密性より, ある fn ∈ C0(R;X)が存在して

fn → f̃ in Lp(R;X) as n → ∞.

ここで,

|τhf − f |Lp(a,b,X) ≤ |τhf − f̃ |Lp(R,X)

≤ |τhf − τhfn|Lp(R,X) + |τhfn − fn|Lp(R,X) + |fn − f̃ |Lp(R,X)

= 2|f̃ − fn|Lp(R,X) + |τhfn − fn|Lp(R,X).

そこで, 任意の ε > 0に対して, あるN ∈ Nが存在して,

|f̃ − fN |Lp(R,X) <
ε

4

とできるので, このN に対して, ある δε > 0が存在して

|τhfN − fN |Lp(R,X) <
ε

2
for all h; 0 < h < δε

を示せばよい. fN ∈ C0(R;X)より, あるM > 0が存在して, 任意の t ∈ R; |t| > M に対して

fN (t) = 0, τhfN (t) = 0 for all h ∈ (0, 1]

とできる. さらに連続性から任意の t ∈ Rに対して

|τhfN (t)− fN (t)|X → 0 in X as h → 0.

また, ある定数 CN > 0が存在して, 任意の t ∈ R; |t| ≤ M + 1と h ∈ (0, 1]に対して

|τhfN (t)− fN (t)|pX ≤ 2p−1|fN (t+ h)|pX + 2p−1|fN (t)|p ≤ 2pCp
N

とできる. よってルベーグの有界収束定理より

lim
h→0

∫
|t|≤M+1

|τhfN (t)− fN (t)|pX = 0.
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ゆえに, h ∈ (0, 1]であれば∫
R
|τhfN (t)− fN (t)|pXdt

≤
∫
|t|≤M+1

|τhfN (t)− fN (t)|pXdt+

∫
|t|>M

|τhfN (t)− fN (t)|pXdt

=

∫
|t|≤M+1

|τhfN (t)− fN (t)|pXdt

より, ある δε ∈ (0, 1]が存在して

|τhfN − fN |pLp(R,X) =

∫
R
|τhfN (t)− fN (t)|pXdt <

(ε
2

)p
for all h; 0 < h < δε

とできる. 2
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