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定理 X, Y を Banach空間とし, その共役空間をそれぞれX ′, Y ′と表記する. 直積空間X × Y

には ∥∥(x, y)∥∥
X×Y

= ∥x∥X + ∥y∥Y ,
(
(x, y) ∈ X × Y

)
,

直積空間X ′ × Y ′には∥∥(x∗, y∗)∥∥
X′×Y ′ = max

{
∥x∗∥X′ , ∥y∗∥Y ′

}
,

(
(x∗, y∗) ∈ X ′ × Y ′)

でノルムをそれぞれ導入する. このとき, ある線形写像 τ : (X × Y )′ → X ′ × Y ′が存在して τ は全
単射かつ等長である, すなわち∥∥τ(T )∥∥

X′×Y ′ = ∥T∥(X×Y )∗ for all T ∈ (X × Y )′.

これにより, (X × Y )′はX ′ × Y ′と同一視できる.

証明 T ∈ (X × Y )′とする. このとき, TX : X → R, TY : Y → Rを

TX(x) :=
〈
T, (x, 0)

〉
(X×Y )∗,X×Y

for x ∈ X,

TY (y) :=
〈
T, (0, y)

〉
(X×Y )∗,X×Y

for y ∈ Y,

で定義すると, TX , TY はそれぞれ有界線形汎関数である. 実際, 線形性は簡単に証明できる. 有界
性について, 任意の x ∈ X に対して∣∣TX(x)

∣∣ = ∣∣∣〈T, (x, 0)〉(X×Y )′,X×Y

∣∣∣
≤ ∥T∥(X×Y )′

∥∥(x, 0)∥∥
X×Y

= ∥T∥(X×Y )′
{
∥x∥X + ∥0∥Y

}
= ∥T∥(X×Y )′∥x∥X

より得られる. TY についても同様. よって, Tx ∈ X ′, Ty ∈ Y ′ が得られたので, 以後 TX(x)を
⟨TX , x⟩X′,X , TY (y)を ⟨TY , y⟩Y ′,Y と表記する. これらを用いて, τ : (X × Y )′ → X ′ × Y ′を

τ(T ) := (TX , TY )

で定義すると, この τ は線形で全単射であることが分かる. 実際, α, β ∈ R, S, T ∈ (X × Y )′とす
ると 〈

(αS + βT )X , x
〉
X′,X

=
〈
αS + βT, (x, 0)

〉
(X×Y )′,X×Y

= α
〈
S, (x, 0)

〉
(X×Y )′,X×Y

+ β
〈
T, (x, 0)

〉
(X×Y )′,X×Y

= α⟨SX , x⟩X′,X + β⟨TX , x⟩X′,X .
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よって, (αS + βT )X = αSX + βTX in X ′が成立する. (αS + βT )Y = αSY + βTY in Y ′も同様
に証明できる. ゆえに直積空間での和と定数倍に注意して

τ(αS + βT ) =
(
(αS + βT )X , (αS + βT )Y

)
= (αSX + βTX , αSY + βTY )

= (αSX , αSY ) + (βTX , βTY )

= α(SX , SY ) + β(TX , TY )

= ατ(S) + βτ(T ) in X ′ × Y ′

となり, τ は線形である. 次に全射であることを示す. (x∗, y∗) ∈ X ′ × Y ′ とする. ここで, T :

X × Y → Rを
T
(
(x, y)

)
:= ⟨x∗, x⟩X′,X + ⟨y∗, y⟩Y ′,Y

で定義すると, T は有界線形汎関数となり, つまり, T ∈ (X × Y )′である. そして, この T に τ を
作用させると, τ(T ) = (TX , TY )であるが

⟨TX , x⟩X′,X =
〈
T, (x, 0)

〉
(X×Y )′,X×Y

= ⟨x∗, x⟩X′,X + ⟨y∗, 0⟩Y ′,Y

= ⟨x∗, x⟩X′,X for all x ∈ X.

すなわち, TX = x∗ in X ′. 同様に, TY = y∗ in Y ′が証明できる. ゆえに

τ(T ) = (x∗, y∗) in X ′ × Y ′.

すなわち, τは全射である. 次に単射であることを示す. T, S ∈ (X×Y )′に対してもし, τ(T )−τ(S) =

(0, 0) in X ′ × Y ′ならば, τ の線形性より

(0, 0) = τ(T )− τ(S)

= τ(T − S)

=
(
(T − S)X , (T − S)Y

)
=

(〈
T − S, (·, 0)

〉
(X×Y )′,X×Y

,
〈
T − S, (0, ·)

〉
(X×Y )′,X×Y

)
,

つまり, 任意の x ∈ X に対して〈
T − S, (x, 0)

〉
(X×Y )′,X×Y

= ⟨0, x⟩X′,X = 0,

任意の y ∈ Y に対して 〈
T − S, (0, y)

〉
(X×Y )′,X×Y

= ⟨0, y⟩Y ′,Y = 0,

つまり,〈
T − S, (x, y)

〉
(X×Y )′,X×Y

=
〈
T − S, (x, 0)

〉
(X×Y )′,X×Y

+
〈
T − S, (0, y)

〉
(X×Y )′,X×Y

= 0.

よって, T − S = 0 in (X × Y )′, すなわち, T = S in (X × Y )′より τ は単射である.



最後に τ の等長性を示す. T ∈ (X × Y )′とする. TX について

∥TX∥X′ = sup
x∈X

∥x∥X≤1

∣∣⟨TX , x⟩X′,X

∣∣
= sup

x∈X
∥x∥X≤1

∣∣⟨T, (x, 0)⟩(X×Y )′,X×Y

∣∣
≤ sup

x∈X
∥x∥X≤1

∥T∥(X×Y )′
∥∥(x, 0)∥∥

X×Y

= sup
x∈X

∥x∥X≤1

∥T∥(X×Y )′
{
∥x∥X + ∥0∥Y

}
≤ ∥T∥(X×Y )′ .

同様に, ∥TY ∥Y ′ ≤ ∥T∥(X×Y )′ . ゆえに∥∥τ(T )∥∥
X′×Y ′ =

∥∥(TX , TY )
∥∥
X′×Y ′

= max
{
∥TX∥X′ , ∥TY ∥Y ′

}
≤ ∥T∥(X×Y )′ .

逆に,

∥T∥(X×Y )′ = sup
(x,y)∈X×Y

∥x∥X+∥y∥Y ≤1

∣∣〈T, (x, y)〉
(X×Y )′,X×Y

∣∣
= sup

(x,y)∈X×Y
∥x∥X+∥y∥Y ≤1

∣∣〈T, (x, 0)〉
(X×Y )′,X×Y

+
〈
T, (0, y)

〉
(X×Y )′,X×Y

∣∣
= sup

(x,y)∈X×Y
∥x∥X+∥y∥Y ≤1

∣∣⟨TX , x⟩X′,X + ⟨TY , y⟩Y ′,Y

∣∣
≤ sup

(x,y)∈X×Y
∥x∥X+∥y∥Y ≤1

{∣∣⟨TX , x⟩X′,X

∣∣+ ∣∣⟨TY , y⟩Y ′,Y

∣∣}
≤ sup

(x,y)∈X×Y
∥x∥X+∥y∥Y ≤1

{
∥TX∥X′∥x∥X +

∥∥TY

∥∥
Y ′

∥∥y∥∥
Y

}
≤ sup

(x,y)∈X×Y
∥x∥X+∥y∥Y ≤1

{
max

{
∥TX∥X′ , ∥TY ∥Y ′

}
∥x∥X +max

{
∥TX∥X′ , ∥TY ∥Y ′

}
∥y∥Y

}
=

∥∥τ(T )∥∥
X′×Y ′ sup

(x,y)∈X×Y
∥x∥X+∥y∥Y ≤1

{
∥x∥X + ∥y∥Y

}
=

∥∥τ(T )∥∥
X′×Y ′ .

以上より τ は等長である. 2


