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定理 [3, p.19, Proposition 1.2.6] Xi, Yiを Banach空間とし, (Xi, Yi) (i = 1, 2)が補間対である
と仮定する. T が T : X1 → X2かつ T : Y1 → Y2とみて有界線形作用素であると仮定する. この
とき, θ ∈ (0, 1), p ∈ [1,∞)に対して, T は補間空間 (X1, Y1)θ,pから (X2, Y2)θ,pへの有界線形作用
素で, さらに任意の u ∈ (X1, Y1)θ,pに対して

∥Tu∥(X2,Y2)θ,p ≤ ∥T∥1−θ
L(X1,X2)

∥T∥θL(Y1,Y2)
∥u∥(X1,Y1)θ,p

を満たす.

証明 T = 0 in L(Y1, Y2)のときには成立するので, T ̸= 0 in L(Y1, Y2)と仮定する. u ∈ (X1, Y1)θ,p

とする. このとき任意の a ∈ X1と任意の b ∈ Y1で u = a + bを満たすもの, そして任意の t > 0

に対して

∥Ta∥X2 + t∥Tb∥Y2 ≤ ∥T∥L(X1,X2)∥a∥X1 + t∥T∥L(Y1,Y2)∥b∥Y1

≤ ∥T∥L(X1,X2)

(
∥a∥X1 + t

∥T∥L(Y1,Y2)

∥T∥L(X1,X2)
∥b∥Y1

)
より,

K(t, Tx,X2, Y2) ≤ ∥T∥L(X1,X2)K

(
t
∥T∥L(Y1,Y2)

∥T∥L(X1,X2)
, u,X1, Y1

)
.

そこで, s := (t∥T∥L(Y1,Y2))/∥T∥L(X1,X2)とみれば, u ∈ (X1, Y1)θ,pより,∫ ∞

0

(
t−θK(t, u,X1, Y1)

)pdt

t
< ∞.

このとき, ∫ ∞

0

(
t−θK(t, Tu,X2, Y2)

)pdt

t

≤
∫ ∞

0
t−pθ∥T∥pL(X1,X2)

K (s, u,X1, Y1)
p dt

t

= ∥T∥pL(X1,X2)

∫ ∞

0

(∥T∥L(X1,X2)

∥T∥L(Y1,Y2)
s

)−pθ

K (s, u,X1, Y1)
p ds

s

= ∥T∥pL(X1,X2)

∥T∥−pθ
L(X1,X2)

∥T∥−pθ
L(Y1,Y2)

∫ ∞

0

(
s−θK(s, u,X1, Y1)

)pds

s
.

よって, Tu ∈ (X2, Y2)θ,pでさらに

∥Tu∥(X2,Y2)θ,p ≤ ∥T∥1−θ
L(X1,X2)

∥T∥θL(Y1,Y2)
∥u∥(X1,Y1)θ,p .
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