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定理 ノルム空間 (X, ∥ · ∥X)において, 次の 2条件は同値である:

(1) X の任意の Cauchy列が収束する (完備性).

(2)
∑∞

n=1 ∥xn∥X < ∞ならば∑∞
n=1 xnがX で収束する (絶対収束する級数は必ず収束する).

証明 (1)ならば (2)を示す.
∑∞

n=1 ∥xn∥X < ∞とする. {
∑N

n=1 ∥xn∥X}N∈N は Rで収束列であ
り, Cauchy列なのでM,N ∈ NをN,M → ∞とすれば∣∣∣∣∣

N∑
n=1

∥xn∥X −
M∑
n=1

∥xn∥X

∣∣∣∣∣ → 0.

ゆえに, SN :=
∑N

n=1 xnとおくと

∥SN − SM∥X =

∥∥∥∥∥
N∑

n=m+1

xn

∥∥∥∥∥
X

≤
N∑

n=M+1

∥xn∥X

=
N∑

n=1

∥xn∥X −
M∑
n=1

∥xn∥X

=

∣∣∣∣∣
N∑

n=1

∥xn∥X −
M∑
n=1

∥xn∥X

∣∣∣∣∣ → 0.

よって, {SN}N∈N はX で Cauchy列である. 仮定 (1)より, {SN}N∈Nは S ∈ X にX で収束する.

(2)ならば (1)を示す. {yn}n∈NをX の Cauchy列とする. Cauchy列の定義から, ある n1 ∈ N
が存在して, 任意のm,n ∈ N: m,n ≥ n1に対して

∥yn − ym∥ <
1

2
.

次に, ある n2 ∈ N: n2 > n1が存在して, 任意のm,n ∈ N: m,n ≥ n2に対して

∥yn − ym∥ <
1

22
.

これを繰り返し, 任意の k ∈ Nに対して, ある nk ∈ Nが nk > nk−1 > nk−2 > · · · > n1を満たす
ように取れて, 任意のm,n ∈ N: m,n ≥ nkに対して

∥yn − ym∥ <
1

2k
.

このとき, {yn}n∈Nの部分列 {ynk
}k∈Nは

∞∑
k=1

∥ynk+1
− yk∥X <

∞∑
k=1

1

2k
= 1 < ∞

1



を満たす. そこで, xk := ynk+1
− ynk

とおくと,
∑∞

k=1 ∥xk∥X < ∞より, 仮定 (2)から∑∞
k=1 xkは

ある s ∈ X にX で収束する. K ∈ Nとすると

ynK+1 = yn1 +
K∑
k=1

(ynk+1
− ynk

) = yn1 +
K∑
k=1

xk

よりK → +∞とすれば
ynK+1 → yn1 + s in X.

部分列 {ynK}K∈N がこの y := yn1 + s ∈ X に X で収束することが得られた. 最後に {yn}n∈N
が y ∈ X へ収束することを示す. ε > 0とすると, ある, N1 ∈ Nが存在して, 任意のm,n ∈ N:
n > m ≥ N1に対して

∥yn − ym∥X <
ε

2
.

先の部分列が収束するので, あるN2 ∈ Nが存在して, 任意の k ∈ N: k ≥ N2に対して

∥ynk
− y∥X <

ε

2
.

ゆえに Nε := max{N1, N2}とおくと, 部分列の性質から nNε ≥ Nε なので, 任意の n ≥ Nε に対
して

∥yn − y∥X ≤ ∥yn − ynNε
∥X + ∥yNε − y∥X

<
ε

2
+

ε

2

= ε.

以上より, X の任意の Cauchy列が収束する. 2
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