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定理 1. [2, p.122, 定理 6.3.2.] A ∈ Rn×nとする. Aの固有値がすべて実数ならば, Aは直交行列
を用いて上三角化できる. すなわち, 次のような直交行列 P が存在する.

P−1AP =


λ1 ∗ ∗ · · · ∗
0 λ2 ∗ ∗
0 0 λ3 ∗
...

. . .
...

0 0 0 · · · λn

 .

証明 nに関する数学的帰納法で示す. k = 1のとき, A = (λ1), (言い換えれば A : R → Rが線
形)ならば, Ax := λ1xであるので, 固有値の定義より, 例えば q1 := 1とすれば

Aq1 = λ1q1

を満たすので λ1自身が固有値であり, P = P−1 = I によってすでに主張は成立している.

次に k = n− 1のときに主張が成立しているとする. k = nのとき, λ1をAの固有値, q1を固有
ベクトルで, さらに |q1| = 1を仮定する (もしそうでなければ q1/|q1|をあらためて q1とおけば長
さを 1にできる). ここで, q1を含む正規直交基底の 1つを

{q1, q2, . . . , qn}

とおき,

Q := [q1, q2, . . . , qn] =


q1,1 q2,1 · · · qn,1

q1,2 q2,2
...

...
...

q1,n q2,n · · · qn,n


とする. ただし, qi = (qi,1, qi,2, . . . , qi,n)

T. このとき,

QTQ =


q1,1 q1,2 · · · q1,n

q2,1 q2,2
...

...
...

qn,1 qn,2 · · · qn,n



q1,1 q2,1 · · · qn,1

q1,2 q2,2
...

...
...

q1,n q2,n · · · qn,n



=


q1 · q1 q1 · q2 · · · q1 · qn
q2 · q1 q2 · q2

...
...

...

qn · q1 qn · q2 · · · qn · qn

 = I

1



よりQは直交行列である. また, Aq1 = λ1q1, および qi · qj = δij(クロネッカーのデルタ)に注意
すると

Q−1AQ = QTA[q1, q2, . . . , qn]

= QT[Aq1, Aq2, . . . , Aqn]

=


q1
q2
. . .

qn

 [λ1q1, Aq2, . . . , Aqn]

=


q1,1 q1,2 · · · q1,n

q2,1 q2,2
...

...
...

qn,1 qn,2 · · · qn,n



λ1q1,1

∑n
j=1 a1,jq2,j · · ·

∑n
j=1 a1,jqn,j

λ1q1,2
∑n

j=1 a2,jq2,j
...

...
...

λ1q1,n
∑n

j=1 an,jq2,j · · ·
∑n

j=1 an,jqn,j



=


λ1q1 · q1 ∗ · · · ∗
λ1q2 · q1

... B

λ1qn · q1



=


λ1 ∗ · · · ∗
0
... B

0

 ,

ただし, Bは (n− 1)次正方行列. 数学的帰納法の仮定より, ある直交行列R ∈ R(n−1)×(n−1)が存
在して

R−1BR =


λ2 ∗ ∗ · · · ∗
0 λ3 ∗ ∗
0 0 λ4 ∗
...

. . .
...

0 0 0 · · · λn


と上三角化できる. よって

P := Q


1 0 · · · 0

0
... R

0


とおくと

PT =


1 0 · · · 0

0
... R

0


T

QT =


1 0 · · · 0

0
... RT

0

QT

に注意すれば

PTP =


1 0 · · · 0

0
... RT

0

QTQ


1 0 · · · 0

0
... R

0

 = I



より P は直交行列である. さらに

P−1AP = PTAP

=


1 0 · · · 0

0
... RT

0

QTAQ


1 0 · · · 0

0
... R

0



=


1 0 · · · 0

0
... R−1

0



λ1 ∗ · · · ∗
0
... B

0



1 0 · · · 0

0
... R

0



=


1 0 · · · 0

0
... R−1

0



λ1 ∗ · · · ∗
0
... BR

0



=


λ1 ∗ · · · ∗
0
... R−1BR

0



=


λ1 ∗ ∗ · · · ∗
0 λ2 ∗ ∗
0 0 λ3 ∗
...

. . .
...

0 0 0 · · · λn

 .

以上から, 数学的帰納法により主張が成立. 2

定義 2. V をn次元,Wをm次元実線形空間とする. A = {v1, v2, . . . , vn}, B := {w1, w2, . . . , wm}
をそれぞれ V やW の基底とする. すなわち任意の v ∈ V に対して一意的に a1, a2, . . . , an ∈ Rが
存在して

v = a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn

と表現できる. ψA : V → Rnを

ψA(v) = (a1, a2, . . . , an)
T

で定義すれば, ψAは全単射である. そこで, φA : Rn → V を φA := ψ−1
A で定義すれば, φAも全単

射であり
φA(ei) = vi (i = 1, 2, . . . , n),

φ−1
A (v) = ψA(v) = (a1, a2, . . . , an)

T

を満たす. ここで, F : V → W を線形写像とすると φ−1
B FφA : Rn → Rmはm× n行列とみなせ

る. このm× n行列を, V の基底AとW の基底 Bに関する F の表現行列とよぶ.

定理 3. [1, pp.258–259, 定理 8.1] V を n次元実線形空間, F : V → V を線形写像とし, (重複度
まで考慮して)n個の固有値 λ1, λ2, . . . , λn ∈ Rを持つとする. このとき, ある V の基底Aが存在



して, V の基底Aに関する F の表現行列は

φ−1
A FφA =


λ1 ∗ ∗ · · · ∗
0 λ2 ∗ ∗
0 0 λ3 ∗
...

. . .
...

0 0 0 · · · λn


となる.

証明 nに関する数学的帰納法で示す. k = 1のとき, ある v1 ∈ V ; v1 ̸= 0が存在して V := {rv1 :
r ∈ R}である. このとき F : V → V が線形ならば, 任意の v = rv1 ∈ V (r ̸= 0)に対して

w := Fv

とおくと, w = sv1と表現できるので

sv1 = F (rv1) = rFv1

すなわち λ1 := s/rとおくと, λ1は F の固有値で v1 ̸= 0が対応する固有ベクトルなる. この場合,

A := {v1}として, φA(1) = v1, φ
−1
A (λ1v1) = λ1 であり φ−1

A FφA = λ1 によって主張は成立して
いる.

次に k = n − 1のときに主張が成立しているとする. k = nのとき, λ1を F の固有値, v1 ∈ V ;

v1 ̸= 0を固有ベクトルとする. すなわち

Fv1 = λ1v1.

ここで, V は n次元線形空間なので, n個の基底を持つが, v1を含む基底に取り替えることができ
るので, その 1つを

{v1, v2, . . . , vn}

とおく. そこで, v1を除いた n− 1個の v2, . . . , vnによって生成される n− 1次元の部分空間をW

とおくと,

V = {rv1 : r ∈ R} ⊕W

である. つまり任意の v ∈ V に対して, ある c ∈ Rと w̃ ∈W が一意的に存在して

v = cv1 + w̃

とかける. そこで, 任意のw ∈W に対して 0v1 +w ∈ V より, この 0v1 +w ∈ V に対しても, ある
c ∈ Rと w̃ ∈W が一意的に存在して

F (0v1 + w) = cv1 + w̃

を満たす. そこで F1 :W →W を
F1w := w̃

で定義すると, 任意の x, y ∈W に対してある cx, cy ∈ Rと x̃, ỹ ∈W が一意的に存在して

F (0v1 + x) = cxv1 + x̃, F (0v1 + y) = cyv1 + ỹ

が成立するので, 任意の a, b ∈ Rに対して

aF1x = ax̃ = aF (0v1 + x)− acxv1, bF1y = bỹ = bF (0v1 + y)− bcyv1,



aF1x+ bF1y = aF (0v1 + x)− acxv1 + bF (0v1 + y)− bcyv1

= F (0v1 + (ax+ by))− (acx + bcy)v1

= F1(ax+ by)

より F1 :W →W は線形写像である. さらに

F (0v1 + w) = F1(w)

が任意のw ∈W に対して成立するのでW 上においては F と F1は同一視できる. そこでW の基
底となっている B := {v2, v3, . . . , vn}に関する F1の表現行列を

ϕ−1
B F1ϕB = A1

おく. ただし, ϕB : Rn−1 →W に注意する. このとき, 基底 C := {v1, v2, v3, . . . , vn}に関する F の
表現行列は

A := φ−1
C FφC =


λ1 ∗ · · · ∗
0
... A1

0

 (1)

となる. 実際, V = {rv1 : r ∈ R} ⊕W であったので φ−1
C FφC : Rn → Rnとみて

φ−1
C FφCx = φ−1

C F

(
x1v1 +

n∑
k=2

xkvk

)

= φ−1
C

(
x1Fv1 +

n∑
k=2

xkFvk

)

= φ−1
C

(
x1λ1v1 +

n∑
k=2

xkF1vk

)

= φ−1
C

(
λ1(x1v1) + F1

(
n∑

k=2

xkvk

))

=

(
λ1, ϕ

−1
B F1

(
n∑

k=2

xkvk

))
,

ただし, x := (x1, x2, . . . , xn)
Tで, さらに

φCx = x1v1 + (x2v2 + · · ·+ xnvn)

= x1v1 + ϕB(x2, x3, . . . , xn)
T

∈ {rv1 : r ∈ R}+W

に注意して (1)を得る. よって行列Aの固有多項式は

fA(x) = det(xI −A) = (x− λ1)fA1(x)

となる. 一方, F は (重複度まで考慮して)n個の固有値 λ1, λ2, . . . , λn ∈ Rを持つと仮定していた
ので,

fA(x) = (x− λ1)(x− λ2) · · · (x− λn)

であるから
fA1(x) = (x− λ2)(x− λ3) · · · (x− λn)



すなわち, 線形写像 F1 : W → W は λ2, λ3, . . . , λnを固有値に持つ. 数学的帰納法の仮定より, あ
るW の基底D := {w2, w3, . . . , wn}が存在して

ϕ−1
D F1ϕD =


λ2 ∗ ∗ · · · ∗
0 λ3 ∗ ∗
0 0 λ4 ∗
...

. . .
...

0 0 0 · · · λn


と上三角行列で表現できる. ただし, ϕD : Rn−1 →W に注意する. このときR := ϕ−1

B ϕD : Rn−1 →
Rn−1は基底Dから Bへの基底変換行列となる. 最後に, 基底Aを

φA = φC


1 0 · · · 0

0
... R

0


を満たすように取れば.

φ−1
A FφA =


1 0 · · · 0

0
... R−1

0

φ−1
C FφC


1 0 · · · 0

0
... R

0



=


1 0 · · · 0

0
... R−1

0



λ1 ∗ · · · ∗
0
... A1

0



1 0 · · · 0

0
... R

0



=


λ1 ∗ · · · ∗
0
... ϕ−1

D ϕBA1ϕ
−1
B ϕD

0



=


λ1 ∗ · · · ∗
0
... ϕ−1

D F1ϕD

0



=


λ1 ∗ ∗ · · · ∗
0 λ2 ∗ ∗
0 0 λ3 ∗
...

. . .
...

0 0 0 · · · λn

 .

以上から, 数学的帰納法により主張が成立. 2
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