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定理 Ω ⊂ RN とし, 0 < p < r < ∞とする. もし, f ∈ Lp(Ω) ∩ Lr(Ω)ならば, f ∈ Lq(Ω)でさ
らに

∥f∥Lq(Ω) ≤ ∥f∥1−θ
Lp(Ω)∥f∥

θ
Lr(Ω),

ただし, 0 ≤ θ ≤ 1は以下を満たす数である:
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q
=
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p
+

θ

r
.

証明 　指数の等式を q倍すれば以下の通り変形できる:

1 =
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p
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+
1
r
qθ

.

よって, Hörderの不等式より∫
Ω

∣∣f(x)∣∣qdx =

∫
Ω

∣∣f(x)∣∣q(1−θ)∣∣f(x)∣∣qθdx
≤

{∫
Ω

∣∣f(x)∣∣q(1−θ)· p
q(1−θ)

} q(1−θ)
p

{∫
Ω

∣∣f(x)∣∣qθ· r
qθ

} qθ
r

= ∥f∥q(1−θ)
Lp(Ω) ∥f∥

qθ
Lq(Ω)

< +∞.

以上より, f ∈ Lq(Ω)でさらに

∥f∥Lq(Ω) ≤ ∥f∥1−θ
Lp(Ω)∥f∥

θ
Lr(Ω).
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