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1 E ⊂ Rを空でない有界な集合とする. αが次の 2つの条
件を満たすならば α = supEであることを証明せよ:{

(i) ∀x ∈ E, x ≤ α;

(ii) ∀ε > 0,∃ xε ∈ E s.t. α− ε < xε.

解答例 (i)はαがEの上界であることの定義そのもので
ある. 後は αがEの上界の中で最小であることを背理法
で示す. もしαより小さなEの上界α0が存在したとする.

このとき

α0 < α, でさらに ∀x ∈ E, x ≤ α0

を満たす. よって, ε := α − α0とおくと, ε > 0であるの
で, 条件 (ii)より ∃xε ∈ E s.t.

α− ε < xε.

ここで, ε = α− α0を代入すると

α− (α− α0) < xε

となるが, これから α0 < xεとなり, α0がEの上界であっ
たことに矛盾する. よって, αはEの最小上界である. 2

2 A,B ⊂ Rを空でない有界な集合とする. 次を証明せよ.

(1) A ⊂ Bならば supA ≤ supB.

(2) sup(A ∪ B) = max{supA, supB}.

(3) E := {x+ y : x ∈ A, y ∈ B}とおく. このとき,

inf E ≥ inf A+ inf B.

解答例 (1) α = supBとおく. 最小上界の定義より,

∀x ∈ B, x ≤ α.

ここで, y ∈ Aとする. 仮定より y ∈ Bなので,

y ≤ α.

つまり, αは Aの上界の 1つである. 一方, supAは Aの
最小上界なので

supA ≤ α = supB.

2

(2) (≥)を示す. A ⊂ A ∪Bより, (1)を用いれば

supA ≤ sup(A ∪ B).

同じく, B ⊂ A ∪Bより,

supB ≤ sup(A ∪ B).

ゆえに
sup(A ∪ B) ≥ max{supA, supB}

を得る.

(≤)を示す. α := supA, β := supBとおく. supの定義
より,

∀x ∈ A, x ≤ α ≤ max{α, β} = max{supA, supB},
∀y ∈ B, y ≤ β ≤ max{α, β} = max{supA, supB}.

よって, z ∈ A ∪ Bとすると, 和集合の定義より z ∈ Aま
たは z ∈ Bである.

(i) z ∈ Aのとき, z ≤ α ≤ max{supA, supB}.

(ii) z ∈ Bのとき, z ≤ β ≤ max{supA, supB}.

ゆえに, max{supA, supB}はA∪Bの上界の 1つである.

sup(A ∪B)はA ∪Bの最小上界なので,

sup(A ∪ B) ≤ max{supA, supB}.

以上より等号が成立する. 2

(3) Eの定義から, z ∈ Eとすると, ∃xz ∈ A, ∃yz ∈ B s.t.

z = xz + yz

とかけている. いま, α := inf A, β := inf Bとおくと inf

の定義より
xz ≥ α, yz ≥ β

を満たす. よって

z = xz + yz ≥ α + β

を満たす. zは任意に選べるので, これは α + βがEの下
界の 1つであることを意味する. 一方, inf Eは Eの最大
下界なので

inf E ≥ α + β = inf A+ inf B.

2



3 {an}, {bn}を数列とする. lim
n→∞

an = α, lim
n→∞

bn = βならば

lim
n→∞

(an − bn) = α− β

であることを ε-N 論法で証明せよ.

解答例 ∀ε > 0, ∃Nε ∈ N s.t.

∀n ≥ Nε, |(an − bn)− (α− β)| < ε

を示す. ε > 0とする. 仮定より ∃Nα, Nβ ∈ N s.t.

∀n ≥ Nα, |an − α| < ε

2
,

∀n ≥ Nβ, |bn − β| < ε

2
.

ここで, Nε := max{Nα, Nβ}とおけば, ∀n ≥ Nε,

|(an − bn)− (α− β)| = |an − α + β − bn|
≤ |an − α|+ |β − bn|
= |an − α|+ |bn − β|

<
ε

2
+

ε

2

= ε.

以上より, limn→∞(an − bn) = α− β. 2

4 一般項が
an :=

2

n

で与えられた数列が 0へ収束することを ε-N 論法で証明
せよ.

解答例 ∀ε > 0, ∃Nε ∈ N s.t.

∀n ≥ Nε,

∣∣∣∣ 2n − 0

∣∣∣∣ < ε

を示す. ε > 0とする. アルキメデスの原理より, ∃Nε ∈ N
s.t.

2

ε
< Nε.

このとき,
2

Nε

< ε.

よって, ∀n ≥ Nε, ∣∣∣∣ 2n − 0

∣∣∣∣ =
2

n

≤ 2

Nε
< ε.

以上より, limn→∞ an = 0. 2

5 X = R2とする. a = (a1, a2), b = (b1, b2) ∈ Xに対して,

d∞(a, b) := max{|a1 − b1|, |a2 − b2|}

と定義する (チェビシェフ距離, (ℓ∞)距離). Xの3点をa =

(0, 0), b = (1, 2), c = (3, 5)とすると, d∞(a, b), d∞(b, c),

d∞(a, c)をそれぞれ求めよ.

解答例

d∞(a, b) = max{|0− 1|, |0− 2|} = 2,

d∞(b, c) = max{|1− 3|, |2− 5|} = 3,

d∞(a, c) = max{|0− 3|, |0− 5|} = 5.

6 X := {大阪,高槻,京都,瀬田 }とする. それぞれ JRの駅
を表すとし, その間の運賃は以下の通りとする.

A\B 大阪 高槻 京都 瀬田
大阪 0 290 580 960

高槻 290 0 410 660

京都 580 410 0 320

瀬田 960 660 320 0

A,B ∈ X に対して d(A,B)を上記表の値とする. dはX

上の距離にはならないことを証明せよ.

解答例 もし, dがX上の距離ならば三角不等式 (D3)が成
立する. ここで, d(大阪,瀬田) = 960, d(大阪,京都) = 580,

d(京都,瀬田) = 320より

d(大阪,瀬田) = 960

> 900

= 580 + 320

= d(大阪,京都) + d(京都,瀬田)

よって, つまり,

d(大阪,瀬田) ≤ d(大阪,京都) + d(京都,瀬田)

が成立していない. ゆえに, dは (D3)を満たさず, Xの距
離ではない. 2


