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0 定義の確認 a ∈ R2, ε > 0とする.

N(a; ε) := {x ∈ R2 : d(x, a) < ε}.

A ⊂ R2とする.

Aが開集合である.
def⇐⇒ ∀x ∈ A, ∃εx > 0 s.t.N(x; εx) ⊂ A.

Aが閉集合である.
def⇐⇒ Acが開集合である.

1 次で定義される I ⊂ RやA ⊂ R2に対して, 内部, 外部, 境
界をそれぞれ求めよ. ただし, x := (x1, x2)と表記する.

(1) I = (0, 1].

(2) A = {x ∈ R2 : x2
1 + x2

2 < 1, x2 ≥ 0}.

(3) I = Q.

解答例 (1) I i = (0, 1),

Ie = (−∞, 0) ∪ (1,∞),

∂I = {0, 1}.
(2) Ai = {x ∈ R2 : x2

1 + x2
2 < 1, x2 > 0},

Ae = {x ∈ R2 : x2
1 + x2

2 > 1, x2 ≥ 0} ∪ {x ∈ R2 : x2 < 0},
∂A = {x ∈ R2 : x2

1 + x2
2 = 1, x2 ≥ 0} ∪ {(x1, 0) ∈ R2 :

−1 ≤ x1 ≤ 1}.
(3) I i = ∅,
Ie = ∅,
∂I = R.

2 a ∈ R2とする. 集合R2 \ {a}はR2の開集合であることを
証明せよ.

解答例 U := R2 \ {a}とおく. ∀x ∈ U , ∃εx > 0 s.t.

N(x; εx) ⊂ U

を示せばよい. x ∈ U とする. εx := d(x, a)とおくと,

x ∈ U より x ̸= aなので, 距離の定義より
d(x, a) > 0

つまり, εx > 0である. 最後にこの半径 εxで
N(x; εx) ⊂ U (= R2 \ {a})

を示す. y ∈ N(x; εx)とすると ε-近傍の定義より
d(y, x) < εx

以上より
d(x, y) < εx = d(x, a).

よって, 三角不等式より
0 < d(x, a) ≤ d(x, y) + d(y, a)

< εx + d(y, a)

= d(x, a) + d(y, a),

よって, 0 < d(y, a)より y ̸= aなので y ∈ U = R2 \ {a}.
つまり

N(x; εx) ⊂ U

である. 以上よりR2 \ {a}はR2の開集合である. 2

3 a ∈ R2とする. 集合 {a}や ∅は, それぞれR2の閉集合で
あることを証明せよ.

解答例 F := {a}とおく. F cが開集合であることを示せ
ばよい. F c := R2 \ {a}でさらに 2番の問題より, F cは開
集合である. ゆえに F は閉集合. 2

E := ∅とおく. Ec が開集合であることを示せばよい.

x ∈ Ec = R2とおくと, εx := 1とおくと, εx > 0でさらに,

N(x; εx) ⊂ R2.

よって, Ecは開集合である. ゆえにEは閉集合. 2

4 Uα ⊂ R2を開集合とする, ただし α ∈ Iは添え字集合. こ
のとき, ∪

α∈I

Uα

もR2の開集合であることを証明せよ.

解答例 U :=
∪

α∈I Uαとおく. ∀x ∈ U , ∃εx > 0 s.t.

N(x; εx) ⊂ U

を示せばよい. x ∈ U とする. このとき和集合の定義から
∃α0 ∈ I s.t.

x ∈ Uα0 .

この選ばれた Uα0も開集合なので, ∃εx > 0 s.t.

N(x; εx) ⊂ Uα0 .

さらに
Uα0 ⊂

∪
α∈I

Uα = U

であるので開集合の定義を満たす. 2



5 A,B ⊂ R2とする.

(A ∪ B)i = Ai ∪ Bi

を証明せよ.

解答例 (⊂)を示す. x ∈ (A ∩ B)iとする. 内部の定義よ
り点 xはA ∩Bの内点である. よって ∃εx > 0 s.t.

N(x; εx) ⊂ A ∩ B.

つまり,

N(x; εx) ⊂ A, かつ N(x; εx) ⊂ B

といえる. これは点 xがAの内点かつBの内点であるこ
とを意味するので x ∈ Aiかつ x ∈ Biとなり,

x ∈ Ai ∩Bi.

よって
(A ∩ B)i ⊂ Ai ∩ Bi.

(⊃)を示す. x ∈ Ai ∩ Biとすると, 共通部分の定義より
x ∈ Aiかつ x ∈ Bi. 内部の定義より点 xはAの内点かつ
Bの内点であるので ∃εA, εB > 0 s.t.

N(x; εA) ⊂ A かつ N(x; εB) ⊂ B.

そこで, εx := min{εA, εB}とおくと, εx > 0であり

N(x; εx) ⊂ A かつ N(x; εx) ⊂ B

となり,

N(x; εx) ⊂ A ∩ B.

これは点 xがA ∩Bの内点であることを意味するので,

x ∈ (A ∩ B)i.

よって
(A ∩ B)i ⊃ Ai ∩ Bi.

以上より等号が成立. 2

6 A,B ⊂ R2とする. A ⊂ BならばA ⊂ Bを証明せよ.

解答例 x ∈ Aとする. 閉包の定義より xはAの触点, す
なわち, ∀ε > 0, N(x; ε) ∩A ̸= ∅. よって, y ∈ N(x; ε) ∩A

がとれる. つまり, y ∈ N(x; ε)かつ y ∈ A. 仮定A ⊂ Bよ
り, y ∈ Bなので,

y ∈ N(x; ε) ∩ B

が成立する. すなわち, N(x; ε) ∩ B ̸= ∅. つまり, xはB

の触点である. よって x ∈ B. 2

7 A ⊂ R2をコンパクト集合とする. B ⊂ R2がB ⊂ Aを満
たす閉集合ならばBもコンパクト集合であることを証明
せよ.

解答例 {Uλ}λ∈ΛをBの任意の開被覆とする. すなわち,

B ⊂
∪
λ∈Λ

Uλ

と仮定する. Bは閉集合なのでBcは開集合である. そこ
で Uλ0 := Bcとおき, Λ′ := Λ ∪ {λ0}と添え字集合をとり
なおして (1つだけ追加して) {Uλ}λ∈Λ′を考える. まず,

A ⊂
∪
λ∈Λ′

Uλ

が成立する. 実際, x ∈ Aとすると,

(1) x ∈ Bのとき,

x ∈
∪
λ∈Λ

Uλ ⊂
∪
λ∈Λ′

Uλ.

(2) x /∈ Bのとき, x ∈ Bc = Uλ0より

x ∈ Uλ0 ⊂
∪
λ∈Λ′

Uλ.

つまり {Uλ}λ∈Λ′がコンパクト集合Aの開被覆になってい
る. よってコンパクトの定義より有限開被覆が選び直せて
(その中にUλ0が入っていても入っていなくてもどちらでも
よいが入れても問題ない),すなわち{λ0, λ1, λ2, . . . , λN} ⊂
Λ′が存在して

A ⊂
N∪
k=0

Uλk

とできる. B ⊂ Aより

B ⊂
N∪
k=0

Uλk

であるが, Uλ0 = Bcは取り除いて,

B ⊂
N∪
k=1

Uλk

とできる. {λ1, λ2, . . . , λN} ⊂ Λより {Uλk
}Nk=1が Bの任

意開被覆 {Uλ}λ∈Λに対する有限開被覆になっているので,

Bはコンパクト集合である. 2


