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位相入門 I・自習シート

問 1 実数の集合をRとかく. E ⊂ R, a, b ∈ Rとする. 次の条件や命題の否定を論理記
号で書け.

(1) a < b.

(2) a ∈ R \ E.

(3) ∀x ∈ E, x ≤ a.

(4) ∃x0 ∈ E s.t. x0 ≥ b.

(5) ∃k0 ∈ R s.t. ∀x ∈ E, x ≤ k0.

解答例 (1) a ≥ b. (2) a ∈ E. (3) ∃x0 ∈ E s.t. x0 > a. (4)∀x ∈ E, x < b. (5)
∀k ∈ R,∃ x0 ∈ E s.t. x0 > k.

解説 (2) 「a ∈ Rかつ a /∈ E」の否定なので「a /∈ Rまたは a ∈ E」となるが a ∈ Rは仮
定されているので a ∈ E. (3)「任意の x ∈ Eに対して x ≤ a」の否定なので, ある x0 ∈ E

が存在して, それが反例となる. つまり ∃x0 ∈ E s.t. x0 > a. (4) 「 ある x0 ∈ Eが存在し
て x0 ≥ b」の否定なので, 任意の x ∈ Eに対して x ≥ bを満たさないということ, つまり
∀x ∈ E, x < b. ここで, ∀x0 ∈ E, x0 < bでもよいが, わざわざダミーインデックスの xに
添え字 0をつける必要はない.

n∑
k=1

k

という和の表記を
n∑

k0=1

k0

と書いても間違いではないが 0をつける必要がないことと同じ. (5) 「ある k0 ∈ Rが存
在して, 任意の x ∈ Eに対して x ≤ k0」の否定なので「任意の k ∈ Rに対して, 『任意の
x ∈ Eに対して x ≤ k』が成り立たない」つまり,「任意の k ∈ Rに対して,『ある x0 ∈ E

が存在して x0 > k』」.

注 (5)のように論理記号が複数ある場合の否定を求めるには,

∃k ∈ R ∀x ∈ E x ≤ k

と本質だけ抽出してその否定,

¬ ∃k ∈ R ∀x ∈ E x ≤ k

提出する場合は, 解答例を参考にして自分で採点をしておくこと. 提出しなくても試験で 60 点以上取れば合格です.



を
∀k ∈ R ∃x ∈ E x > k

と論理記号の入れかえと最後の命題の否定によって求め, 必要に応じてあらためて ∀k ∈ R,
∃x ∈ E s.t. x > kと機械的に得ることもできる. ここで「¬」は否定を表す記号.

また, ∀k ∈ R,∃ x0 ∈ E s.t. x0 > kという書き方について, x0は kを選ぶたびに kに依存し
て変わるものなので,「∀k ∈ R, ∃xk ∈ E s.t. xk > k」のように特別感を x0ではなく xkと
kに依存していることを強調する書き方をすることもある (例えば ε-N 論法).

問 2[講義で扱った問題再掲] (ド・モルガンの法則) α ∈ IとしAαを集合とする. 次の 2

つの性質が成立することを証明せよ.

(1) (∪
α∈I

Aα

)c

=
∩
α∈I

Ac
α.

(2) (∩
α∈I

Aα

)c

=
∪
α∈I

Ac
α.

証明 (1) (⊂)を示す. x ∈
(∪

α∈I Aα

)cとする. 補集合の定義より x /∈
∪

α∈I Aα. つまり,

∀α ∈ I, x /∈ Aα.

(実際, もしそうでなければ, ∃α0 ∈ I s.t. x ∈ Aα0となるが, このとき x ∈
∪

α∈I Aαとなり
矛盾). ゆえに, x ∈ Ac

α が得られるので
x ∈

∩
α∈I

Ac
α.

(⊃)を示す. x ∈
∩

α∈I A
c
αとする.

∀α ∈ I, x ∈ Ac
α,

すなわち, x /∈ Aα. このとき,

x /∈
∪
α∈I

Aα

(実際, もしそうでなければ, ∃α0 ∈ I s.t. x ∈ Aα0となるが矛盾). ゆえに補集合の定義より

x ∈

(∪
α∈I

Aα

)c

.

以上より等号成立. 2

(2) (⊂)を示す. x ∈
(∩

α∈I Aα

)cとする. 補集合の定義より x /∈
∩

α∈I Aα. つまり, ∃α0 ∈ I

s.t.

x /∈ Aα0

(実際, もしそうでなければ, ∀α ∈ I, x ∈ Aαとなるが, このとき x ∈
∩

α∈I Aαとなり矛盾).

ゆえに,

x ∈ Ac
α0



が得られるので, 和集合の定義より

x ∈
∪
α∈I

Ac
α.

(⊃)を示す. x ∈
∪

α∈I A
c
αとする. 和集合の定義より ∃α0 ∈ I s.t.

x ∈ Ac
α0
,

すなわち
x /∈ Aα0 .

このとき,

x /∈
∩
α∈I

Aα

(実際, もしそうでなければ, ∀α ∈ I, x ∈ Aαとなるが, x /∈ Aα0 に矛盾). ゆえに補集合の
定義より

x ∈

(∩
α∈I

Aα

)c

.

以上より等号成立. 2

問 3 Xを全体集合とし, A,B ⊂ X, A,B ̸= ∅とする. 次の 3条件は同値 1)であることを
示せ.

(1) Ac ∪B = X

(2) A ⊂ B

(3) A ∩Bc = ∅

証明 「(1)ならば (2)」を示す. (1)を仮定する. ∀x ∈ A, x ∈ Bを示す. x ∈ Aとする.

A ⊂ Xより, x ∈ Xなので (1)を用いればx ∈ Ac∪Bとなる. つまりx ∈ Acまたはx ∈ B.

しかし, 今は x ∈ Aを仮定しているので x /∈ Acより x ∈ B. ゆえにA ⊂ B.

「(2)ならば (3)」を示す. (2)を仮定する. 背理法で示す. もしも A ∩ Bc ̸= ∅ならば,

x ∈ A ∩ Bcを取ることができる. この元 xは x ∈ Aかつ x ∈ Bcを満たすが, A ⊂ Bより
x ∈ Bかつ x ∈ Bcとなり矛盾. よってA ∩ Bc = ∅.
「(3)ならば (1)」を示す.

(⊂)を示す. x ∈ Ac ∪ Bとする. x ∈ Acまたは x ∈ Bである.

(i) x ∈ Acのとき, Ac = X \ A ⊂ Xより, x ∈ X.

(ii) x ∈ Bのとき, B ⊂ Xより, x ∈ X.

以上より x ∈ X(もっと簡単にXは全体集合なので x ∈ Xとなる, とまとめてしまっても
よい). よってAc ∪ B ⊂ Xが成立.

(⊃)を示す. x ∈ Xとする.

(i) x ∈ Bのとき, 和集合の定義より x ∈ Ac ∪ Bとなる.

1)「(1) ならば (2)」, 「(2) ならば (3)」, 「(3) ならば (1)」を 3 つを示せばよい.



(ii) x /∈ Bのとき, x ∈ Bcであるが, さらに x /∈ Aとなる. 実際, もしそうでないならば
x ∈ Bcかつ x ∈ Aとなるが, 共通部分の定義より x ∈ A∩Bcとなり, (3)に矛盾する.

ゆえに x ∈ Acを得るので, 和集合の定義より x ∈ Ac ∪ Bとなる.

いずれの場合にも x ∈ Ac ∪ Bとなり, Ac ∪B ⊃ Xを得る.

以上により (1)の等号が成立する.

ゆえに 3条件は同値となる. 2

「(3)ならば (1)」の別解 (3)を仮定する. ド・モルガンの法則より

(A ∩Bc)c = Ac ∪ B

であり, ∅c = Xより (1)が成立. 2


