
2026/09/29/No.2

微分方程式 II・自習シート

関数 f(x)の x = aにおける 1次近似式と 2次近似式はそれぞれ
f(a) + f ′(a)(x− a),

f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2
(x− a)2

である.

問 1 次の関数 f(x)の括弧内の点における 1次近似式を求めよ.

(1) f(x) = x3 (x = 2)

(2) f(x) =
√
x (x = 4)

(3) f(x) = e2x (x = 0)

(4) f(x) =
1

1− x
(x = 0)

(5) f(x) = sin x
(
x =

π

6

)
(6) f(x) = log x (x = e)

(7) f(x) = xex (x = 1)

(8) f(x) = tan x
(
x =

π

4

)
(9) f(x) = esinx (x = π)

(10) f(x) = log
(
x+

√
x2 + 1

)
(x =

√
3)

問 2 次の関数 f(x)の括弧内の点における 2次近似式を求めよ. 項を展開する必要は無い.

(1) f(x) = x4 (x = 1)

(2) f(x) = ex (x = 0)

(3) f(x) = cos x (x = 0)

(4) f(x) =
√
1 + x (x = 0)

(5) f(x) =
1

x
(x = 2)

(6) f(x) = 3
√
x (x = 1)

(7) f(x) = sin x
(
x =

π

3

)
(8) f(x) = x log x (x = e)

(9) f(x) = e−x2
(x = 1)

(10) f(x) = xx (x > 0) (x = 1)

提出する場合は, 解答例を参考にして自分で採点をしておくこと. 提出しなくても試験で 60 点以上取れば合格です.



問 1の解答例 (1)

f(x) = x3, f(2) = 8,

f ′(x) = 3x2, f ′(2) = 12.

よって, x = 2における 1次近似式は

f(2) + f ′(2)(x− 2) = 8 + 12(x− 2) = 12x− 16.

(2)

f(x) =
√
x = x1/2, f(4) = 2,

f ′(x) =
1

2
x−1/2 =

1

2
√
x
, f ′(4) =

1

4
.

よって, x = 4における 1次近似式は

f(4) + f ′(4)(x− 4) = 2 +
1

4
(x− 4) =

1

4
x+ 1.

(3)

f(x) = e2x, f(0) = e0 = 1,

f ′(x) = 2e2x, f ′(0) = 2.

よって, x = 0における 1次近似式は

f(0) + f ′(0)(x− 0) = 1 + 2x.

(4)

f(x) =
1

1− x
= (1− x)−1, f(0) = 1,

f ′(x) = (1− x)−2 =
1

(1− x)2
, f ′(0) = 1.

よって, x = 0における 1次近似式は

f(0) + f ′(0)(x− 0) = 1 + x.

(5)

f(x) = sin x, f
(π
6

)
= sin

π

6
=

1

2
,

f ′(x) = cos x, f ′
(π
6

)
= cos

π

6
=

√
3

2
.

よって, x = π/6における 1次近似式は

f
(π
6

)
+ f ′

(π
6

)(
x− π

6

)
=

1

2
+

√
3

2

(
x− π

6

)
.

(6)

f(x) = log x, f(e) = log e = 1,

f ′(x) =
1

x
, f ′(e) =

1

e
.



よって, x = eにおける 1次近似式は

f(e) + f ′(e)(x− e) = 1 +
1

e
(x− e) =

1

e
x.

(7)

f(x) = xex, f(1) = e,

f ′(x) = ex + xex = (1 + x)ex, f ′(1) = 2e.

よって, x = 1における 1次近似式は

f(1) + f ′(1)(x− 1) = e+ 2e(x− 1) = 2ex− e.

(8)

f(x) = tan x, f
(π
4

)
= tan

π

4
= 1,

f ′(x) =
1

cos2 x
, f ′

(π
4

)
=

1

(1/
√
2)2

= 2.

よって, x = π/4における 1次近似式は

f
(π
4

)
+ f ′

(π
4

)(
x− π

4

)
= 1 + 2

(
x− π

4

)
.

(9)

f(x) = esinx, f(π) = esinπ = e0 = 1,

f ′(x) = cos x esinx, f ′(π) = cos π e0 = −1.

よって, x = πにおける 1次近似式は

f(π) + f ′(π)(x− π) = 1− (x− π) = −x+ 1 + π.

(10) f(
√
3) = log

(√
3 +

√
4
)
= log(2 +

√
3). また合成関数の微分より

f ′(x) =
1

x+
√
x2 + 1

(
1 +

x√
x2 + 1

)
=

1

x+
√
x2 + 1

·
√
x2 + 1 + x√
x2 + 1

=
1√

x2 + 1

であるから, f ′(
√
3) =

1√
4
=

1

2
. よって, x =

√
3における 1次近似式は

f(
√
3) + f ′(

√
3)(x−

√
3) = log(2 +

√
3) +

1

2
(x−

√
3).



問 2の解答例 (1)

f(x) = x4, f(1) = 1,

f ′(x) = 4x3, f ′(1) = 4,

f ′′(x) = 12x2, f ′′(1) = 12.

よって, x = 1における 2次近似式は

f(1) + f ′(1)(x− 1) +
f ′′(1)

2
(x− 1)2 = 1 + 4(x− 1) + 6(x− 1)2.

(2)

f(x) = ex, f(0) = 1,

f ′(x) = ex, f ′(0) = 1,

f ′′(x) = ex, f ′′(0) = 1.

よって, x = 0における 2次近似式は

f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2
x2 = 1 + x+

1

2
x2.

(3)

f(x) = cos x, f(0) = 1,

f ′(x) = − sin x, f ′(0) = 0,

f ′′(x) = − cos x, f ′′(0) = −1.

よって, x = 0における 2次近似式は

f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2
x2 = 1− 1

2
x2.

(4)

f(x) =
√
1 + x = (1 + x)1/2, f(0) = 1,

f ′(x) =
1

2
(1 + x)−1/2, f ′(0) =

1

2
,

f ′′(x) = −1

4
(1 + x)−3/2, f ′′(0) = −1

4
.

よって, x = 0における 2次近似式は

f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2
x2 = 1 +

1

2
x− 1

8
x2.

(5)

f(x) =
1

x
= x−1, f(2) =

1

2
,

f ′(x) = −x−2, f ′(2) = −1

4
,

f ′′(x) = 2x−3, f ′′(2) =
1

4
.



よって, x = 2における 2次近似式は

f(2) + f ′(2)(x− 2) +
f ′′(2)

2
(x− 2)2 =

1

2
− 1

4
(x− 2) +

1

8
(x− 2)2.

(6)

f(x) = 3
√
x = x1/3, f(1) = 1,

f ′(x) =
1

3
x−2/3, f ′(1) =

1

3
· 1 =

1

3
,

f ′′(x) = −2

9
x−5/3, f ′′(1) = −2

9
· 1 = −2

9
.

よって, x = 1における 2次近似式は

f(1) + f ′(1)(x− 1) +
f ′′(1)

2
(x− 1)2 = 2 +

1

3
(x− 1)− 1

9
(x− 1)2.

(7)

f(x) = sin x, f
(π
3

)
=

√
3

2
,

f ′(x) = cos x, f ′
(π
3

)
=

1

2
,

f ′′(x) = − sin x, f ′′
(π
3

)
= −

√
3

2
.

よって, x = π/3における 2次近似式は
√
3

2
+

1

2

(
x− π

3

)
−

√
3

4

(
x− π

3

)2

.

(8)

f(x) = x log x, f(e) = e,

f ′(x) = log x+ 1, f ′(e) = 2,

f ′′(x) =
1

x
, f ′′(e) =

1

e
.

よって, x = eにおける 2次近似式は

f(e) + f ′(e)(x− e) +
f ′′(e)

2
(x− e)2 = e+ 2(x− e) +

1

2e
(x− e)2.

(9)

f(x) = e−x2

, f(1) =
1

e
,

f ′(x) = −2xe−x2

, f ′(1) = −2

e
,

f ′′(x) = −2e−x2

+ 4x2e−x2

= (4x2 − 2)e−x2

, f ′′(1) =
2

e
.

よって, x = 1における 2次近似式は

f(1) + f ′(1)(x− 1) +
f ′′(1)

2
(x− 1)2 =

1

e
− 2

e
(x− 1) +

1

e
(x− 1)2.



(10) f(1) = 11 = 1. x > 0より両辺の対数をとると log f(x) = x log xであるから, 両辺を
xで微分して

f ′(x)

f(x)
= log x+ 1, すなわち f ′(x) = xx(log x+ 1).

よって f ′(1) = 1. さらに積の微分より

f ′′(x) = f ′(x)(log x+ 1) + f(x) · 1
x

= xx(log x+ 1)2 + xx−1

であるから, f ′′(1) = 1 + 1 = 2. よって, x = 1における 2次近似式は

f(1) + f ′(1)(x− 1) +
f ′′(1)

2
(x− 1)2 = 1 + (x− 1) + (x− 1)2 = x2 − x+ 1.


