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1 Aα, B, Uλを集合とする (α ∈ I, λ ∈ Λは添え字, 及び添
え字集合とする). このとき, 集合の等号, 包含関係の定義
に従って次を証明せよ.

(1)

B ∩

(∪
α∈I

Aα

)
⊂
∪
α∈I

(B ∩ Aα)

(2) (∪
λ∈Λ

Uλ

)c

=
∩
λ∈Λ

U c
λ

解答例 (1) (⊂)を示す. x ∈ B ∩
(∪

α∈I Aα

)とする. 共通
部分の定義より x ∈ Bかつ x ∈

∪
α∈I Aα. よって和集合の

定義より, ∃α0 ∈ I s.t. x ∈ Aα0 . ゆえに,

x ∈ B ∩ Aα0 .

再び和集合の定義より

x ∈
∪
α∈I

(B ∪ Aα).

よって, (⊂)が成立. 2

(2) (⊂)を示す. x ∈
(∪

λ∈Λ Uλ

)cとする. 補集合の定義か
ら x /∈

∪
λ∈Λ Uλ. つまり,

∀λ ∈ Λ, x /∈ Uλ

(実際, もしそうでなければ, ∃λ0 ∈ Λ s.t. x ∈ Uλ0 となる
が, このとき x ∈

∪
λ∈Λ Uλとなり矛盾). ゆえに,

x ∈ U c
λ

が得られるので, 共通部分の定義より

x ∈
∩
λ∈Λ

U c
λ.

よって (⊂)が成立.

(⊃)を示す. x ∈
∩

λ∈Λ U
c
λとする. 共通部分の定義より

∀λ ∈ I, x ∈ U c
λ,

すなわち
x /∈ Uλ.

このとき,

x /∈
∪
λ∈Λ

Uλ

(実際, もしそうでなければ, ∃λ0 ∈ Λ s.t. x ∈ Uλ0 となる
が矛盾). ゆえに補集合の定義から

x ∈

(∪
λ∈Λ

Uλ

)c

.

よって (⊃)が成立.

以上により等号が成立. 2

2 r ∈ Rとし, Ar, Brをそれぞれ

Ar := {(x, y) ∈ R2 : (x− r)2 + (y − r)2 ≤ 1},

Br := {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1 + |r|}.

このとき, 集合∪r∈R Arと
∩

r∈R Brがどのような集合にな
るか図示せよ (図示するだけでよく証明は求めない).∪

r∈R

Ar

∩
r∈R

Br

3 集合の等号の定義に従って次を証明せよ.

∩
n∈N

(
0, 1 +

1

n

)
= (0, 1]

解答例 (⊂)を示す. x ∈
∩

n∈N(0, 1 + 1/n)とする. 共通
部分の定義より

∀n ∈ N, x ∈
(
0, 1 +

1

n

)
,

つまり, 0 < x < 1 + 1/n. もし, x > 1と仮定すると, この
とき, a := x− 1 > 0より

a = x− 1 <
1

n
, n <

1

a
.

これは 1/aがNの上界であることを意味し, アルキメデス
の原理に矛盾する. より x ∈ (0, 1]. ゆえに (⊂)が成立.

(⊃)を示す. x ∈ (0, 1]とする. すなわち, 0 < x ≤ 1. この
とき,

∀n ∈ N, 0 < x ≤ 1 < 1 +
1

n
.

共通部分の定義より

x ∈
∩
n∈N

(
0, 1 +

1

n

)
となり, (⊃)が成立する.

以上より等号成立. 2



4 E ⊂ Rを空でない有界な集合とする. βをEの最大下界
inf Eとおくと, その言葉の定義から βは次の 2つの条件
を満たすことを証明せよ:{

(i) ∀x ∈ E, x ≥ β;

(ii) ∀ε > 0,∃ xε ∈ E s.t. β + ε > xε.

解答例 β := inf Eとおく. このとき βは Eの最大下界
なので下界である. よって下界の定義から

∀x ∈ E, x ≥ β

を得る. よって (i)が成立する. 次に (ii)を背理法で示す.

(ii)を満たさないと仮定すると (ii)の否定: ∃ε0 > 0 s.t.

∀x ∈ E, β + ε0 ≤ x

が成立する. よって, β + ε0もEの下界の 1つであると分
かる. しかし,

β + ε0 > β

が成立するので, β + ε0は βより大きなEの下界となり,

βの最大性に矛盾する. よって (ii)が成立する.

5 A,B ⊂ Rを空でない有界な集合とする. 次を証明せよ.

(1) A ⊂ Bならば supA ≤ supB.

(2) E := {x+ y : x ∈ A, y ∈ B}とおくと
inf E ≤ inf A+ inf B.

(3) sup(A ∪ B) = max{supA, supB}.
(4) ∀a ∈ A,∃ ba ∈ B s.t. a ≤ baが成立するならば

supA ≤ supB.

解答例 (1) β = supBとおく. 最小上界の定義より,

∀x ∈ B, x ≤ β.

ここで, y ∈ Aとする. 仮定A ⊂ Bより y ∈ Bなので,

y ≤ β.

つまり, yの任意性より βはAの上界の 1つである. 一方,

supAはAの最小上界なので
supA ≤ β = supB.

2

(2) α := supA, β := supBとおく. 最大下界 (下限)の定
義より, ∀ε > 0, ∃xa ∈ A, ∃xb ∈ B s.t.

α +
ε

2
> xa, β +

ε

2
> xb.

ここで, Eの定義より xa + xb ∈ Eなので infの定義から
xa + xb ≥ inf E

ゆえに
α + β + ε > xa + xb ≥ inf E,

α + β + ε > inf E.

ε > 0の任意性より
inf E ≤ α + β = inf A+ inf B.

2

(3) (≤)を示す. A ⊂ A ∪Bより, (1)を用いれば

supA ≤ sup(A ∪ B).

同じく, B ⊂ A ∪Bより,

supB ≤ sup(A ∪ B).

ゆえに
sup(A ∪ B) ≤ max{supA, supB}

を得る.

(≥)を示す. α := supA, β := supBとおく. supの定義
より,

∀x ∈ A, x ≤ α ≤ max{α, β} = max{supA, supB},
∀y ∈ B, y ≤ β ≤ max{α, β} = max{supA, supB}.

よって, z ∈ A ∪ Bとすると, 和集合の定義より z ∈ Aま
たは z ∈ Bである.

(i) z ∈ Aのとき, z ≤ α ≤ max{supA, supB}.

(ii) z ∈ Bのとき, z ≤ β ≤ max{supA, supB}.

ゆえに, max{supA, supB}はA∪Bの上界の 1つである.

sup(A ∪B)はA ∪Bの最小上界なので,

sup(A ∪ B) ≤ max{supA, supB}.

以上より等号が成立する. 2

(4) β := supBとおくと, supの定義より ∀b ∈ B, b ≤ β.

a ∈ Aとする. 仮定より ∃ba ∈ B s.t.

a ≤ ba ≤ β

よって βはAの上界の 1つである. 一方 supAはAの最
小上界なので

supA ≤ β = supB

を得る. 2


