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位相入門 II・自習シート

問 1 A ⊂ R2, x ∈ R2とする. ∀ε > 0, N(x; ε)∩A ̸= ∅ならば x /∈ Aeであることを, 対偶を
示すことで証明せよ.

解答例 対偶を示す. すなわち x ∈ Aeならば ∃ε0 > 0 s.t. N(x; ε0) ∩ A = ∅を示せばよい.

x ∈ Aeとすると外部の定義より, 点 xはAの外点なので ∃ε0 > 0 s.t. N(x; ε0) ⊂ Ac. よっ
て, N(x; ε0) ∩A = ∅. 対偶が証明できたので, ∀ε > 0, N(x; ε) ∩A ̸= ∅ならば x /∈ Aeであ
る. 2

問 2 A ⊂ R2, x ∈ R2とする. ∀ε > 0, N(x; ε) ∩ Ac ̸= ∅ならば x /∈ Aiであることを証明
せよ.

解答例 A ⊂ R2, x ∈ R2とし, ∀ε > 0, N(x; ε)∩Ac ̸= ∅を仮定する. B := Acとおく. 一般
にBe = (Bc)iであることに注意する. 仮定を書き換えると ∀ε > 0, N(x; ε) ∩ B ̸= ∅とな
り, このB ⊂ R2は問 1の仮定を満たす. よって, 問 1を用いると, x /∈ Beを得る. つまり,

x /∈ Be = (Bc)i = Ai. 2.

別解 対偶を示す. すなわち x ∈ Aiならば ∃ε0 > 0 s.t. N(x; ε0) ∩ Ac = ∅を示せばよい.

x ∈ Aiとすると内部の定義より, 点 xはAの内点なので ∃ε0 > 0 s.t. N(x; ε0) ⊂ A. よっ
て, N(x; ε0) ∩ Ac = ∅. 対偶が証明できたので, ∀ε > 0, N(x; ε) ∩ Ac ̸= ∅ならば x /∈ Aiで
ある. 2

問 3 A ⊂ R2, x ∈ R2とする.

点 xがAの境界点である.
def⇐⇒ ∀ε > 0, N(x; ε) ∩ A ̸= ∅ かつ N(x; ε) ∩ Ac ̸= ∅.

と定義する. このとき,

点 xがAの境界点である. ⇐⇒ x /∈ Ae かつ x /∈ Ai.

が成立することを示せ.

解答例 (=⇒)を示す. 点xがAの境界点であると仮定する. 定義より ∀ε > 0, N(x; ε)∩A ̸=
∅ かつ N(x; ε) ∩ Ac ̸= ∅が成立する. 問 1より x /∈ Ae, 問 2より x /∈ Aiが成立. よって
x /∈ Aeかつ x /∈ Aiが成立する.

(⇐=)を示す. x /∈ Aeかつ x /∈ Aiを仮定する. x /∈ Aeより, xはAの外点ではないので,

外点の定義を否定して, ∀ε > 0, N(x; ε) ̸⊂ Ac. すなわち, N(x; ε) ∩ A ̸= ∅. 同時に, x /∈ Ai

より, xはAの内点ではないので, 内点の定義を否定して, ∀ε > 0, N(x; ε) ̸⊂ A. すなわち,

N(x; ε) ∩ Ac ̸= ∅. よって xがAの境界点であることの定義を満たす. 2

提出する場合は, 解答例を参考にして自分で採点をしておくこと. 提出しなくても試験で 60 点以上取れば合格です.


