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位相入門 II・自習シート

以後, 特に断りが無い限り距離空間 (R2; d2), つまり, 全体集合X = R2に通常の距離 d2

が入った空間を考える.

問 1 a ∈ R2とする. 次の集合 F はR2の閉集合であることを証明せよ. ただし, これまで
の講義や自習シートで扱った, R2, N(a; 1), R2 \ {a}はそれぞれ開集合であることを用い
てもよい.

(1) F := ∅

(2) F := {a}

(3) F := {x = (x1, x2) ∈ R2 : x2
1 + x2

2 ≤ 1} (半径 1の円の境界と内側)

解答例 (1) F c = R2は開集合なので, 閉集合の定義より F はR2の閉集合. 2

(2) F c = R2 \ {a}は開集合なので, 閉集合の定義より F はR2の閉集合. 2

(3)

F c = {x = (x1, x2) ∈ R2 : x2
1 + x2

2 > 1}

であることに注意する. F cが開集合であることを示す. すなわち� �
∀x ∈ F c, ∃εx > 0 s.t.

N(x; εx) ⊂ F c� �
を示せばよい. x ∈ F cとする.

d(0, x) = x2
1 + x2

2 > 1

より εx := d(0, x)− 1とおくと, εx > 0である. このとき,

N(x; εx) ⊂ F c

である. 実際, z ∈ N(x; εx)とすると, d(z, x) < εxである. このとき,

d(z, x) < εx = d(0, x)− 1,

なので, 三角不等式より

1 + d(z, x) < d(0, x) ≤ d(0, z) + d(z, x),

両辺から d(z, x)をひけば
1 < d(0, z)

つまり, z21 + z22 > 1. よって, z ∈ F c.

以上より F はR2の閉集合. 2

提出する場合は, 解答例を参考にして自分で採点をしておくこと. 提出しなくても試験で 60 点以上取れば合格です.



問 2 n ∈ Nとし, Unを
Un := N

(
0;

1

n

)
とおく.

∞∩
n=1

Un = {0}

であることを集合の等号の定義に従って証明せよ.

解答例 (⊂)を示す. x ∈
∞∩
n=1

Unとする. 共通部分の定義より,

∀n ∈ N, x ∈ Un = N

(
0;

1

n

)
.

よって, ε-近傍の定義から d(x, 0) < 1/nが得られるので, 両辺 n → 0とすると

d(x, 0) ≤ lim
n→∞

1

n
= 0.

つまり
0 ≤ d(x, 0) ≤ 0

より d(x, 0) = 0. 距離の定義よりこれは x = 0を意味する. すなわち, x ∈ {0}. ゆえに
∞∩
n=1

Un ⊂ {0}.

(⊃)を示す. ∀x ∈ {0}に対して, {0}は 1点 0からのみなる集合なので x = 0. さらに
∀n ∈ N, 0 ∈ N

(
0;

1

n

)
= Un.

共通部分の定義より
x ∈

∞∩
n=1

Un.

ゆえに
∞∩
n=1

Un ⊃ {0}.

以上より等号が成立． 2

問 3 次の (1)と (2)を証明せよ. ただし, ド・モルガンの法則や開集合の性質 (6/25の講義
or自習シートNo.6の問 2)を用いてもよい:

(1) FλをR2の閉集合とする (ただし λ ∈ ΛとしΛは添え字集合). このとき∩
λ∈Λ

Fλ

もR2の閉集合である.

(2) n ∈ Nとし, F1, F2, . . . , FnをR2の閉集合とする. このとき

F1 ∪ F2 ∪ · · · ∪ Fn

もR2の閉集合である.



解答例 (1) F :=
∩

λ∈Λ Fλとおく. ド・モルガンの法則より

F c =

(∩
λ∈Λ

Fλ

)c

=
∪
λ∈Λ

F c
λ

で, F c
λはすべて開集合なので開集合の性質より F cは開集合となる. よって F はR2の閉

集合. 2

(2) F := F1 ∪ F2 ∪ · · · ∪ Fnとおく. ド・モルガンの法則より

F c =

(
n∪

k=1

Fk

)c

=
n∩

k=1

F c
k

で, F c
k はすべて開集合なので開集合の性質より F cは開集合となる. よって F はR2の閉

集合. 2


