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1 X, Y を集合とし, f : X → Y とする. Bα ⊂ Y (ただし,

α ∈ Iは添え字)ならば

f−1

(⋃
α∈I

Bα

)
=
⋃
α∈I

f−1(Bα)

を集合の等号の定義に戻って証明せよ.

解答例 (⊂)を示す. x ∈ f−1(
⋃

α∈I Bα)とする. 逆像の定
義より, (x ∈ Xかつ) f(x) ∈

⋃
α∈I Bαである. さらに, 和

集合の定義より ∃αx ∈ I s.t.

f(x) ∈ Bαx

つまり, 逆像の定義より x ∈ f−1(Bαx). ゆえに和集合の定
義より

x ∈
⋃
α∈I

f−1(Bα)

を得る. よって (⊂)が成立.

(⊃)を示す.　 x ∈
⋃

α∈I f
−1(Bα) とする.　和集合の定義

より, ∃αx ∈ I s.t.

x ∈ f−1(Bαx)

つまり, 逆像の定義より

f(x) ∈ Bαx

再び和集合の定義より f(x) ∈
⋃

α∈I Bαである. ゆえに逆
像の定義より

x ∈ f−1(
⋃
α∈I

Bα)

を得る. よって (⊃)が成立.

　以上により, 等号が成立. 2

2 a ∈ [0, 1]とする. f, g : [0, 1] → Rが点 x = aで連続な
らば f + gも点 x = aで連続であることを ε-δ論法で証明
せよ.

解答例 ∀ε > 0, ∃δε > 0 s.t. ∀x : 0 < |x− 0| < δε

|(f(x) + g(x))− (f(a) + g(a))| < ε

を示せばよい. ε > 0とする. f, gは点 x = aで連続なの
で, ε-δ論法より ∃δf , δg > 0 s.t.

∀x ∈ I : 0 < |x− a| < δf , |f(x)− f(a)| < ε

2
,

∀x ∈ I : 0 < |x− a| < δg, |g(x)− g(a)| < ε

2
.

よって, δε := min{δf , δg}とおくと, ∀x ∈ I : 0 < |x− a| <
δε,

|(f(x) + g(x))− (f(a) + g(a))|
= |f(x)− f(a) + g(x)− g(a)|
≤ |f(x)− f(a)|+ |g(x)− g(a)|

<
ε

2
+

ε

2

= ε.

よって成立. 2



3 f(x) = x2とする. このとき, f : R → RはR上で連続で
あることを ε-δ論法で証明せよ.

解答例 a ∈ Rとする. f(x)が点x = aで連続であること
を示す. すなわち ∀ε > 0, ∃δε > 0 s.t. ∀x : 0 < |x− a| < δε

|x2 − a2| < ε

を示せばよい. ε > 0とする.

|x2 − a2| = |(x+ a)(x− a)|
≤ (|x|+ |a|)|x− a|

より
δε := min{1, ε

1 + 2|a|
}

とおくと, δε > 0でさらに, ∀x ∈ I : 0 < |x− a| < δεに対
して |x| ≤ |x− a|+ |a| ≤ δε + |a| ≤ 1 + |a|より

|x2 − a2| = |(x+ a)(x− a)|
≤ (|x|+ |a|)|x− a|
≤ (1 + |a|+ |a|)δε
≤ (1 + 2|a|) ε

1 + 2|a|
= ε.

よって成立. 2

4 次の関数の x = 0における連続性と微分可能性を調べよ.

連続性の証明には ε-N論法や ε-δ論法を用いる必要は無い.

f(x) =

x2 sin
1

x
(x ̸= 0),

0 (x = 0).

解答例 まず連続性を調べる.

|f(x)− f(0)| =
∣∣∣∣x2 sin

1

x

∣∣∣∣ ≤ |x2|

よって, x → 0のとき |f(x) − f(0)| → 0. よって, f は
x = 0で連続.

　次に微分可能性を調べる.

f(0 + h)− f(0)

h
=

h2 sin
1

h
h

= h sin
1

h
.

ここで, h → 0のとき, |h sin 1
h
− 0| ≤ |h| → 0より

f ′(0) = lim
h→0

f(0 + h)− f(0)

h

= 0.

よって f は x = 0で微分可能.


