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第2章 開集合・閉集合

この講義のタイトルにもなっている「位相」もしくは「位相空間」とは大雑把にいえば
「開集合」に関する概念といえるかもしれない. これは数直線における

[a, b]と (a, b)

や平面における
{(x, y) : x2 + y2 ≤ 1}と {(x, y) : x2 + y2 < 1}

の違いといえる. 前者は集合の縁が閉じているといえるし, 後者は集合の縁が開いている
といえる. 直線や円のように簡単な場合のみならずもっと一般的な集合に対して、この
「縁が閉じている」「縁が開いている」を議論していくのが目的である.

次の数列 anを考えよう.

a1 = 0.9, a2 = 0.99, a3 = 0.999, a4 = 0.9999, . . .

これを循環小数 0.9̇の少数第 n位までを表す数列だとすると, この数列の極限, つまり循
環小数 0.9̇の値は 1である.

0.9̇ := lim
n→+∞

an = 1.

anは分数で表現できるので有理数であり, その極限 1ももちろん有理数である. 一方, 次
の数列 bnを考えよう.

b1 = 1.4, b2 = 1.41, b3 = 1.414, b4 = 1.4142, . . .

これは無理数√
2の少数第 n位までを表す数列だとすると, この数列の極限は√

2である.

lim
n→+∞

bn =
√
2.

bnは分数で表現できるので有理数であるが, その極限√
2は, もはや有理数ではなく無理

数である. このようにある集合 (ここでは有理数)の縁 (ここでは極限値)が再び同じ仲間
であるか否かは場合によって異なる. これから議論していく「開集合」や「閉集合」の概
念は対象となる集合 (の縁)が閉じているか開いているかを議論するための基本的な概念
となる.

定義 2.1. a, b ∈ R, a < bとする.

(a, b), [a, b], (a, b], [a, b)

で表される集合を区間とよぶ. 特に (a, b)を開区間, [a, b]を閉区間とよぶ.
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ε > 0とする. 開区間 (a− ε, a+ ε)を次のように一般化する. dをR2の距離とする.

定義 2.2. a ∈ R2と ε > 0に対して, 次の集合

N(a; ε) := {x ∈ R2 : d(x, a) < ε}

を,点 aの ε-近傍 (ε-neighborhood)という. テキストによってはN(a; ε)の代わりにB(a; ε)

と表記することもある (ε-ball).

N(a; ε)とは, 点 aを中心とする半径 εの円盤 (ただし境界を含まない円盤)のことであ
るといえそうだが, ここで注意が必要である. dを通常の L2距離

d2(x, a) :=
√

(x1 − a1)2 + (x2 − a2)2

で採用すれば, 例えばN(a; ε)はまさに半径 εの円盤である. しかし, dを次の d1(L
1距離)

d1(x, a) := |x1 − a1|+ |x2 − a2|

で採用すると, 以下のような領域となる: 同様に dを次の d∞(L∞距離)

d∞(x, a) := max{|x1 − a1|, |x2 − a2|}

で採用するとどのような領域となるだろうか.

すなわち円や球といってもその形は距離の取り方によって異なる (円の定義).

この ε-近傍を用いて開集合というものを次のように定義する:

定義 2.3. U ⊂ R2とする. ∀x ∈ U , ∃εx > 0 s.t.

N(x; εx) ⊂ U

を満たすとき, U のことをR2の開集合とよぶ.

この定義で果たして「縁が開いている」集合を表現できているのだろうか. 以後, R2の
距離を d = d2, つまり

d(x, y) :=
√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

で議論を進める.

性質 2.4. 第一象限 {(x1, x2) ∈ R2 : x1 > 0, x2 > 0}はR2の開集合である.
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証明 U := {(x1, x2) ∈ R2 : x1 > 0, x2 > 0}とおく. U が開集合の定義を満たすことを示
す. つまり� �

∀x ∈ U , ∃εx > 0 s.t.

N(x; εx) ⊂ U

を示す.� �
x = (x1, x2) ∈ U とする.

εx := min{x1, x2}

とおく. つまり, 点 xと x-軸, y-軸までの距離で小さい方とする. このとき

N(x; εx) ⊂ U

である. 実際, y = (y1, y2) ∈ N(x; εx)とすると, ε-近傍の定義から

d(y, x) < εx.

さらにminの定義から
εx ≤ x1, εx ≤ x2

であるので,

x1 − y1 ≤ |y1 − x1| ≤ d(y, x) < εx ≤ x1,

−y1 < 0,

よって y1 > 0. 同様に

x2 − y2 ≤ |y2 − x2| ≤ d(y, x) < εx ≤ x2,

−y2 < 0,

よって y2 > 0. つまり (y1, y2) ∈ U . 以上より開集合の定義を満たす.

N(x; εx) ⊂ U で縁が気になる人へ x = (x1, x2) ∈ U とする.

εx :=
1

2
min{x1, x2}

とおく. つまり, 点 xと x-軸, y-軸までの距離で小さい方の半分とする. このとき

N(x; εx) ⊂ U

である. 実際, y = (y1, y2) ∈ N(x; εx)とすると ε-近傍の定義から

d(y, x) < εx.
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さらにminの定義から
εx ≤ x1, εx ≤ x2

であるので,

x1 − y1 ≤ |y1 − x1| ≤ d(y, x) < εx ≤ 1

2
x1 < x1,

−y1 < 0,

よって y1 > 0. 同様に y2 > 0. つまり (y1, y2) ∈ U . 以上より開集合の定義を満たす. 2

dの選び方によらずいつでもいえるの? dとして離散距離をえらんでみる.

d(x, y) :=

{
1 (x ̸= y),

0 (x = y).

この場合, 点 xの ε-近傍は

N(x; ε) :=

{
{x} (ε ≤ 1),

R2 (ε > 1)

と, とても極端なものになることに注意が必要である.

U := {(x1, x2) ∈ R2 : x1 > 0, x2 > 0}とおく. U が開集合の定義を満たすことを示す.

つまり� �
∀x ∈ U , ∃εx > 0 s.t.

N(x; εx) ⊂ U

を示す.� �
x = (x1, x2) ∈ U とする. この場合には半径を εx ≤ 1であればどのようなものでもよいの
で, 例えば εx := 1/2とおく. このとき x ∈ U より

N(x; εx) = {x} ⊂ U

である. 以上より開集合の定義を満たす. 2

つまり, 第一象限Uが開集合であることに変わりは無いが, 距離 dを変えてしまうと, 半
径の選び方はそれに応じて変えねばならないので, 一般にどのような距離でも同じ半径の
取り方ですべてがうまくいくとは限らない.

問 次の集合はR2の開集合であることを示せ. ただし a ∈ R2.

(1) R2

(2) N(a; 1)

(3) R2 \ {a}
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解答例

(1) R2

U := R2とおく. ∀x ∈ U , ∃εx > 0 s.t.

N(x; εx) ⊂ U

を示す. x ∈ U とする. 実は εx > 0としてどのような半径を選んでもN(x; εx) ⊂ U

となる. 例として εx := 1とすると,

N(x; εx) ⊂ U(= R2)

である (実際 y ∈ N(x; εx)とすると定義から y ∈ R2である). 以上より開集合の定義
を満たす. 2

(2) U := N(a; 1)とおく. ∀x ∈ U , ∃εx > 0 s.t.

N(x; εx) ⊂ U

を示せばよい. x ∈ U とする. εx := 1− d(x, a)とおくと, x ∈ U = N(a; 1)より

d(x, a) < 1

なので, εx > 0である. 最後にこの半径 εxで

N(x; εx) ⊂ U (= N(a; 1))

を示す. y ∈ N(x; εx)とすると ε-近傍の定義より

d(y, x) < εx

以上より
d(y, a) ≤ d(y, x) + d(x, a) < εx + d(x, a) = 1

よって y ∈ U = N(a, 1). 以上より

N(x; εx) ⊂ U

がいえたので, 開集合の定義を満たす. 2

(3) U := R2 \ {a}とおく. ∀x ∈ U , ∃εx > 0 s.t.

N(x; εx) ⊂ U

を示せばよい. x ∈ U とする. εx := d(x, a)とおくと, x ∈ U より x ̸= aなので, 距離
の定義より

d(x, a) > 0
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つまり, εx > 0である. 最後にこの半径 εxで

N(x; εx) ⊂ U (= R2 \ {a})

を示す. y ∈ N(x; εx)とすると ε-近傍の定義より

d(y, x) < εx

以上より
d(x, y) < εx = d(x, a).

よって y ̸= aなので y ∈ U = R2 \ {a}. 以上より

N(x; εx) ⊂ U

がいえたので, 開集合の定義を満たす. 2

注 (2)では半径 1の近傍を考えたが 1は本質ではない. すなわちどのような半径 ε > 0で
あってもN(a; ε)はR2の開集合となる.

定理 2.5. (1) UλをR2の開集合とする, ただし λ ∈ ΛとしΛは添え字集合. このとき∪
λ∈Λ

Uλ

もR2の開集合である.

(2) n ∈ Nとし, U1, U2, . . . , UnをR2の開集合とする. このとき

U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Un

もR2の開集合である.

証明 (1) U :=
∪

λ∈Λ Uλとおく. ∀x ∈ U , ∃εx > 0 s.t.

N(x; εx) ⊂ U

を示せばよい. x ∈ U とする. このとき和集合の定義から ∃λ0 ∈ Λ s.t.

x ∈ Uλ0 .

この選ばれた Uλ0も開集合なので, ∃εx > 0 s.t.

N(x; εx) ⊂ Uλ0 .

さらに
Uλ0 ⊂

∪
λ∈Λ

Uλ = U
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であるので開集合の定義を満たす. 2

(2)　 U := U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Unとおく. ∀x ∈ U , ∃εx > 0 s.t.

N(x; εx) ⊂ U

を示せばよい. x ∈ U とする. このとき共通部分の定義より ∀k ∈ {1, 2, . . . , n}に対して,

x ∈ Uk.

Ukはすべて開集合なので, εk > 0 s.t.

N(x; εk) ⊂ Uk.

そこで, εx := min{ε1, ε2, . . . , εn}とおくと, εx > 0でさらに

N(x; εx) ⊂ N(x; εk)

が成立する. よって
N(x; εx) ⊂ N(x; εk) ⊂ Uk.

すべての k ∈ {1, 2, . . . , n}に対してこれが成立しているので共通部分の定義から

N(x; εx) ⊂ U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Un = U.

開集合の定義を満たす. 2

定義 2.6. F ⊂ R2とする. F c := R2 \ F がR2の開集合であるとき F のことをR2の閉集
合とよぶ.

問 a ∈ R2とする. aの 1点からなる集合 {a}はR2の閉集合であることを示せ.

解答例 F := {a}とおくとF c = R \ {a}. よって先の問いよりF cは開集合なのでF は閉
集合となる.

定理 2.7. (1) FλをR2の閉集合とする, ただし λ ∈ ΛとしΛは添え字集合. このとき∩
λ∈Λ

Fλ

もR2の閉集合となる.

(2) n ∈ Nとし, F1, F2, . . . , FnをR2の閉集合とする. このとき

F1 ∪ F2 ∪ · · · ∪ Fn

もR2の閉集合となる.
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解答例 (1) F :=
∩

λ∈Λ Fλとおく. ド・モルガンの法則より

F c =

(∩
λ∈Λ

Fλ

)c

=
∪
λ∈Λ

F c
λ

で, F c
λはすべて開集合なので定理 4.5の (1)より F cは開集合となる. よって F は閉集合.

2

(2) F := F1 ∪ F2 ∪ · · · ∪ Fnとおく. ド・モルガンの法則より

F c =

(
n∩

k=1

Fk

)c

=
n∪

k=1

F c
k

で, F c
k はすべて開集合なので定理 4.5の (2)より F cは開集合となる. よって F は閉集合.

注: 定理 4.5の (1)は非加算和集合について閉じている一方, (2)は有限共通部分について
のみ言及している. 実際, 開集合の可算共通部分は必ずしも開集合にはならない. 例えば
Rにおいて Un := (0, 1 + 1/n)とおくと, Unは開集合であるが∩

n∈N

Un = (0, 1]

となり, 可算共通部分は開集合ではない. 似たような例としてR2において

Un := N

(
0;

1

n

)
を選ぶと, ∩

n∈N

Un = {0}

となる. よって先の問いで見たようにこれは開集合ではない. つまり定理 4.7の (2)につ
いても無限の和集合に置き換えることはできない.

ではなぜ, 開集合の加算共通部分は開集合にならないのだろうか. これは後述の位相空
間論に関連するが, そのような性質を持つ集合を開集合とよぶのである. つまり非加算和
集合や有限共通部分について閉じている集合, 可算共通部分について閉じていない集合を
開集合とよぶのである. いわば定義だからであるともいえる.

定義 2.8. A ⊂ R2, x ∈ R2とする.

点 xがAの内点である.
def⇐⇒ ∃ε > 0 s.t. N(x; ε) ⊂ A.

点 xがAの外点である.
def⇐⇒ ∃ε > 0 s.t. N(x; ε) ⊂ Ac.

さらに
Ai := {x ∈ A :点 xがAの内点 },
Ae := {x ∈ Ac :点 xがAの外点 }

とおき,それぞれAの内部 (interior), Aの外部 (exterior)とよぶ. 定義よりAi ⊂ A, Ae ⊂ Ac

が成立する.
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例 A := (0, 1]のとき, x = 0.1, x = 0.01はAの内点. x = 0や x = 1はAの内点ではな
い. Ai = (0, 1). また, x = −0.1や x = 1.1はAの外点. x = 0や x = 1はAの外点ではな
い. Ae = (−∞, 0) ∪ (1,∞).

内点の定義に現れる条件は開集合の定義の条件そのものである. つまり, Aが開集合で
あれば, Aの点 xはすべてAの内点である. すなわち次の定理が成立する:

定理 2.9. A ⊂ R2とする. 次の (i)と (ii)は同値である.

(i) AがR2の開集合;

(ii) Ai = A.

証明 (i)ならば (ii)について. (i)を仮定する, すなわちAがR2の開集合とする. まず (⊂)

を示す. x ∈ Aiとすると, Aiの定義よりAi ⊂ Aなので x ∈ A. 次に (⊃)を示す. x ∈ Aと
すると, Aは開集合なので ∃εx > 0 s.t.

N(x; εx) ⊂ A.

すなわち, xはAの内点である. よって x ∈ Ai.

(ii)ならば (i)について. (ii)を仮定する, すなわちAi = Aを仮定する. Aが開集合であ
ることを示すには ∀x ∈ A, ∃εx > 0 s.t.

N(x; εx) ⊂ A

を示せばよいが, x ∈ AとするとA = AiよりxはAの内点となる. 内点の定義より ∃εx > 0

s.t.

N(x; εx) ⊂ A

が成立する. 2

これらが同値なので結局, 開集合の定義を (ii)に置き換えてもいいことになる.

問 A,B ⊂ R2とする. 次を証明せよ.

(i) Ai ∩ Ae = ∅.
(ii) B ⊂ Aならば, Bi ⊂ Ai.

証明 (i) 背理法で示す. Ai ∩ Ae ̸= ∅と仮定すると, x ∈ Ai ∩ Aeがとれる. x ∈ Aiかつ
x ∈ Aeだが, Ai ⊂ A, Ae ⊂ Acより x ∈ Aかつ x ∈ Acとなり矛盾. 2

(ii) B ⊂ Aと仮定する. Bi ⊂ Aiを示す. x ∈ Biとする. 内部の定義より xはBの内点な
ので, ∃εx > 0 s.t.

N(x; εx) ⊂ B
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がいえるが, 仮定B ⊂ Aより
N(x; εx) ⊂ A

までいえて, xに対してAに含まれるように半径 εx > 0の ε-近傍がとれたことになる. つ
まり点 xはAの内点であることが示された. よって x ∈ Aiとなり, Bi ⊂ Ai. 2

定理 2.10. A ⊂ R2とする. 次が成立する:

(1) (Ai)i = Ai. つまりAiは開集合.

(2) Aeは開集合.

証明 (1) まず, (Ai)i = Ai を示す. (⊂)について, x ∈ (Ai)i とする. 内部の定義より
x ∈ Ai. (⊃)について, x ∈ Aiとする. 内部の定義より xはAiの内点なので, ∃εx > 0 s.t.

N(x; εx) ⊂ A

実は,

N(x; εx) ⊂ Ai (2.1)

までいえることを示す. y ∈ N(x; εx)とすると, ε := εx− d(x, y)とおけば, ε > 0でさらに,

N(y; ε) ⊂ N(x; εx) ⊂ A

がいえる. これより, yは Aの内点である. すなわち, y ∈ Aiなので, (2.1)が成立する.

従って, xはAiの内点である. すなわち, x ∈ (Ai)i.

最後に, (Ai)i = Aiといえたので, 定理 4.9より, AiはR2の開集合である. 2

(2) まず, 外部の定義より, Ae = (Ac)i. よって, 上で示した (1)をAcに用いればその内部
(Ac)iは開集合である. 2

定理 2.11. A ⊂ R2とする. Aの内部AiはAに含まれる最大の開集合である.

証明 B ⊂ AをR2の開集合とする. このとき, B ⊂ Aiを示すことで, AiがAに含まれる
開集合の中で最大の開集合であることを示す.

x ∈ Bとする. Bは開集合なので ∃εx > 0 s.t.

N(x; εx) ⊂ B.

ここで, B ⊂ Aなので,

N(x; εx) ⊂ A

といえる. つまり, xはAの内点である. よって, x ∈ Ai. つまり, B ⊂ Ai. まとめると, A

に含まれるどのような開集合Bをえらんできても, B ⊂ Aiとなるので, Aiが開集合であ
ることから, AiはAに含まれる最大の開集合といえる. 2
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別解 仮定よりB ⊂ Aで, 内部の性質よりBi ⊂ Aiが得られる. さらにBは開集合なの
で同値性からBi = Bが得られるのでB = Bi ⊂ Aiが示される (集合の包含関係の定義に
は戻らず, これまで得られた結果をつなぎ合わせてB ⊂ Aiを示す).

問 A ⊂ R2とする. Aの外部AeはAcに含まれる最大の開集合であることを証明せよ.

解答例 B ⊂ Acを R2の開集合とする. このとき, B ⊂ Aeを示すことで, Aeが Acに含
まれる開集合の中で最大の開集合であることを示す. x ∈ Bとする. Bは開集合なので
∃εx > 0 s.t.

N(x; εx) ⊂ B.

ここで, B ⊂ Acなので,

N(x; εx) ⊂ Ac

といえる. つまり, xはAの外点である. よって, x ∈ Ae. つまり, B ⊂ Ae. まとめると,

Acに含まれるどのような開集合Bをえらんできても, B ⊂ Aeとなるので, Aeが開集合で
あることから, AeはAcに含まれる最大の開集合といえる. 2

問 A,B ⊂ R2とする. 次を証明せよ.

(A ∩ B)i = Ai ∩Bi.

証明 (⊂)について, x ∈ (A ∩ B)iとする. 内部の定義より点 xは A ∩ Bの内点である.

よって ∃εx > 0 s.t.

N(x; εx) ⊂ A ∩B.

つまり,

N(x; εx) ⊂ A, かつ N(x; εx) ⊂ B

といえる. これは点 xが Aの内点かつ Bの内点であることを意味するので x ∈ Aiかつ
x ∈ Biとなり,

x ∈ Ai ∩ Bi.

(⊃)について, x ∈ Ai ∩Biとすると, 共通部分の定義より x ∈ Aiかつ x ∈ Bi. 内部の定義
より点 xはAの内点かつBの内点であるので ∃εA, εB > 0 s.t.

N(x; εA) ⊂ A かつ N(x; εB) ⊂ B.

そこで, εx := min{εA, εB}とおくと, εx > 0であり

N(x; εx) ⊂ A かつ N(x; εx) ⊂ B

となり,

N(x; εx) ⊂ A ∩B.
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これは点 xがA ∩ Bの内点であることを意味するので,

x ∈ (A ∩B)i.

以上より等号が成立. 2

問 A ⊂ R2, x ∈ R2とする. ∀ε > 0, N(x; ε) ∩ A ̸= ∅ならば x /∈ Aeであることを証明
せよ.

証明 対偶を示す. すなわち x ∈ Aeならば ∃ε0 > 0 s.t. N(x; ε0) ∩ A = ∅を示せばよい.

x ∈ Aeとすると外部の定義より, 点 xはAの外点なので ∃ε0 > 0 s.t. N(x; ε0) ⊂ Ac. よっ
て, N(x; ε0) ∩ A = ∅. 2

問 A ⊂ R2, x ∈ R2とする. ∀ε > 0, N(x; ε) ∩ Ac ̸= ∅ならば x /∈ Aiであることを証明
せよ.

証明 対偶を示す. すなわち x ∈ Aiならば ∃ε0 > 0 s.t. N(x; ε0) ∩ Ac = ∅を示せばよい.

x ∈ Aiとすると内部の定義より, 点 xはAの内点なので ∃ε0 > 0 s.t. N(x; ε0) ⊂ A. よっ
て, N(x; ε0) ∩ Ac = ∅. 2

定義 2.12. A ⊂ R2, x ∈ R2とする.

点 xがAの境界点である.
def⇐⇒ ∀ε > 0, N(x; ε) ∩ A ̸= ∅ かつ N(x; ε) ∩ Ac ̸= ∅.
⇐⇒ x /∈ Ae かつ x /∈ Ai.

点 xがAの触点である.
def⇐⇒ ∀ε > 0, N(x; ε) ∩ A ̸= ∅.

さらに

∂A := {x ∈ R2 :点 xがAの境界点 }
A := {x ∈ R2 :点 xがAの触点 }

とおき,それぞれAの境界 (frontier, boundary), Aの閉包 (closure)とよぶ. 定義よりAの境
界とは内部でも外部でもない点全体のことである. また ∂AをAf , AをA

R2

やAa(adherent

point)と書くこともある. 特にAの記号は高等学校の数学ではAの補集合Acの意味で用
いてきたので注意が必要である.

なお, x ∈ Aならば, ε > 0, x ∈ N(x; ε)であるのでN(x; ε) ∩ A ̸= ∅がいえるため,

A ⊂ A

が常に成り立つことに注意する.
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なお, 境界点の定義の後半にある同値について証明を確認しておく:

点 xがAの境界点である. ⇐⇒ x /∈ Ae かつ x /∈ Ai.

(=⇒)について, 定義 2.12の上にある 2つの問いより成立.

(⇐=)について, x /∈ Aeより, 外点の定義を否定して, ∀ε > 0, N(x; ε) ̸⊂ Ac. すなわち,

N(x; ε) ∩ A ̸= ∅. 同時に, x /∈ Aiより, 内点の定義を否定して, ∀ε > 0, N(x; ε) ̸⊂ A. すな
わち, N(x; ε) ∩ Ac ̸= ∅. よって xがAの境界点であることの定義を満たすので成立.

性質 2.13. A ⊂ R2とする. このとき
R2 = Ai ∪ ∂A ∪ Ae, A = Ai ∪ ∂A, (A)c = Ae.

さらに, Aeは開集合なのでAは閉集合である.

証明 1つ目の
R2 = Ai ∪ ∂A ∪ Ae

を示す. (⊂)について, x ∈ R2とすると, 以下で場合分けできる:

(i) x ∈ Aiのとき, x ∈ Ai ∪ ∂A ∪ Ae.

(ii) x /∈ Aiのとき, さらに以下で場合分けできる:

(ii)-1 x ∈ Aeのとき, x ∈ Ai ∪ ∂A ∪ Ae.

(ii)-2 x /∈ Aeのとき, x /∈ Aiでもあるので, x ∈ ∂A. よって x ∈ Ai ∪ ∂A ∪ Ae.

以上より, x ∈ Ai ∪ ∂A ∪ Ae. (⊃)について, x ∈ Ai ∪ ∂A ∪ Aeとすると, x ∈ Aiまたは
x ∈ ∂Aまたは x ∈ Aeなので, 3通りで場合分けできるがいずれの場合にも x ∈ R2である.

実際
(i) x ∈ Aiのとき, 内部の定義より x ∈ R2.

(ii) x ∈ ∂Aのとき, 境界の定義より x ∈ R2.

(iii) x ∈ Aeのとき, 外部の定義より x ∈ R2.

以上より, 1つ目の等号が成立.

2つ目の
A = Ai ∪ ∂A

を示す. (⊂)について, x ∈ Aとすると, 閉包の定義より点 xはAの触点であるので
∀ε > 0, N(x; ε) ∩ A ̸= ∅.

先の問より, x /∈ Ae. よって 1つ目の等号からR2 = Ai ∪ ∂A ∪ Aeであったので,

x ∈ Ai ∪ ∂A.

(⊃)について, x ∈ Ai ∪ ∂Aとすると, x ∈ Aiまたは x ∈ ∂Aで場合分けできる.
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(i) x ∈ Aiのとき, 内部の定義よりAi ⊂ Aなので x ∈ Aとなり, x ∈ A.

(ii) x ∈ ∂Aのとき,境界の定義より,点xはAの境界点であるので, ∀ε > 0, N(x; ε)∩A ̸=
∅かつN(x; ε) ∩ Ac ̸= ∅を満たす. よってその片方であるN(x; ε) ∩ A ̸= ∅を満たす
ので, これは点 xがAの触点であることを意味する. よって x ∈ A.

以上より, 2つ目の等号が成立.

3つ目の等式は補集合の定義 (A)c = R2 \ Aそのものである. 2

定理 2.14. A ⊂ R2とする. Aの閉包AはAを含む最小の閉集合である.

証明 A ⊂ BをR2の閉集合とする. このとき, A ⊂ Bを示すことで, AがAを含む閉集
合の中で最小であることを示す. そこで, 対偶に相当する (A)c ⊃ Bcを示す. x ∈ Bcとす
る. Bは閉集合なのでBcは開集合である. よって ∃εx > 0 s.t.

N(x; εx) ⊂ Bc.

ここで, A ⊂ BなのでAc ⊃ Bcから,

N(x; εx) ⊂ Ac

といえる. つまり, xはAの外点である. よって, x ∈ Ae. 性質 4.13から (A)c = Aeなので
x ∈ (A)c, つまり, Bc ⊂ (A)c. これよりA ⊂ Bが得られた. まとめると, Aを含むどのよ
うな閉集合Bをえらんできても, A ⊂ Bとなるので, Aが閉集合 (補集合が開集合)である
ことから, AはAを含む最小の閉集合であるといえる. 2

定理 2.15. A ⊂ R2とする. 次の (i)と (ii)は同値である.

(i) AがR2の閉集合;

(ii) A = A.

証明 (i)ならば (ii)を示す. Aを閉集合とする. Aの定義よりA ⊃ Aは常に成り立つ. 一
方, 定理 4.14よりAはAを含む最小の閉集合なので, A自身が閉集合であると仮定してい
るのでA ⊂ Aを得る (閉集合どうしの比較). 以上よりA = A.

(ii)ならば (i)を示す. A = Aを仮定する. 定理 4.14より閉包AはAを含む最小の閉集
合であることが分かっているので, これはAが閉集合であることを意味する. よって成立.

2

これらが同値なので結局, 閉集合の定義を (ii)に置き換えてもいいことになる.

定理 2.16. A ⊂ R2とする. 次が成立する:

(i) (A) = A.

(ii) A ⊂ Bならば, A ⊂ B.
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証明 (i) 閉包Aは性質 4.13より (A)c = Aeが得られたことで閉集合であることが分かっ
ていた. よって定理 4.15をAに用いれば (A) = Aが成立する.

(ii) x ∈ Aとする. 閉包の定義より点 xはAの触点なので, ∀ε > 0, N(x; ε) ∩ A ̸= ∅. ここ
で, 仮定A ⊂ Bより

N(x; ε) ∩ A ⊂ N(x; ε) ∩ B

よって, N(x; ε) ∩ B ̸= ∅である. 実際, 少なくとも 1つは y ∈ N(x; ε) ∩ Aがとれるから
y ∈ N(x; ε)∩Bとなるためである. よって xはBの触点であることが示せたので, x ∈ B.

2

定理 2.17. A ⊂ R2とする. 次の (i)と (ii)は同値である.

(i) AがR2の閉集合;

(ii) {xn}n∈N ∈ Aとし, xn → x (n → +∞)を満たすと仮定すると, x ∈ A.

ただし, xn → x (n → +∞)の定義は ∀ε > 0, ∃Nε ∈ N s.t.

∀n ≥ Nε, d(xn, x) < ε

である.

証明 (i)ならば (ii)を示す. Aを閉集合とすると, 定理 4.15よりA = A. xn ∈ A(n ∈ N)
とし, xn → x (n → +∞)を満たすと仮定する. x ∈ Aを示すには x ∈ A, つまり xがAの
触点であることを示せばよい. ε > 0とすると xn → xより ∃Nε ∈ N s.t.

∀n ≥ Nε, d(xn, x) < ε.

もちろん
d(xNε ; x) < ε

なので, xNε ∈ N(x; ε)といえる. xNε ∈ Aであったので

N(x; ε) ∩ A ̸= ∅.

つまり, xはAの触点となり x ∈ A = A.

(ii)ならば (i)を示す. (ii)を仮定する. 定理 4.15よりA = Aを示せばよいが, 閉包の定義
よりA ⊃ Aは常に成り立つ. A ⊂ Aを示す. x ∈ Aとする. 閉包の定義より点 xはAの触
点であるので, ∀ε > 0,

N(x; ε) ∩ A ̸= ∅.

そこで, n ∈ Nとし, ε := 1/nに対して上記定義を用いると,

N

(
x;

1

n

)
∩ A ̸= ∅.
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ゆえに, 各 n ∈ Nに対して
xn ∈ N

(
x;

1

n

)
∩ A

がとれる. このとき, xn → x (n → +∞)である. 実際,

d(xn, x) <
1

n

より ∀ε > 0, ∃Nε ∈ N s.t.
1

Nε

< ε

とできるので,
∀n ≥ Nε, d(xn, x) <

1

n
≤ 1

Nε

< ε.

ここで (ii)を仮定しているので x ∈ Aが得られ, A ⊂ Aが示された. 以上よりA = Aとな
りAは閉集合である. 2

定義 2.18. A ⊂ R2とする. 開集合 Uλ ⊂ R2たちの集合 {Uλ}λ∈Λ(集合の集合のことを集
合族とよぶことがある, つまり {Uλ}λ∈Λは開集合の族と言ったりする)が

A ⊂
∪
λ∈Λ

Uλ

を満たしていると仮定する (これを被覆とよび, {Uλ}λ∈Λが開集合族であることから, 開被
覆とよぶ). このとき, λ ∈ Λの中から有限個だけ {λ1, λ2, λ3, . . . , λN} ⊂ Λを選び直して

A ⊂
N∪
k=1

Uλk

とAを覆えるとき, Aはコンパクトである, またはAはコンパクト集合であると定義する.

コンパクトの定義は端的に「任意開被覆に対して有限開被覆が存在する」となされるこ
とがある.

定理 2.19. A ⊂ R2をコンパクト集合とする. B ⊂ Aが閉集合ならばBもコンパクト集
合である.

証明 　 {Uλ}λ∈ΛをBの任意開被覆とする. すなわち,

B ⊂
∪
λ∈Λ

Uλ

を満たしていると仮定する. Bは閉集合なのでBcは開集合である. そこで Uλ0 := Bcと
おき, Λ′ := Λ∪ {λ0}と添え字集合をとりなおして (1つだけ追加して) {Uλ}λ∈Λ′を考える.

まず,

A ⊂
∪
λ∈Λ′

Uλ

が成立する. 実際, x ∈ Aとすると,
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(1) x ∈ Bのとき,

x ∈
∪
λ∈Λ

Uλ ⊂
∪
λ∈Λ′

Uλ.

(2) x /∈ Bのとき, x ∈ Bc = Uλ0より

x ∈ Uλ0 ⊂
∪
λ∈Λ′

Uλ.

つまり {Uλ}λ∈Λ′ がコンパクト集合Aの開被覆になっている. よってコンパクトの定義よ
り有限開被覆が選び直せて (その中にUλ0が入っていても入っていなくてもどちらでもよ
いが入れても問題ない), すなわち {λ0, λ1, λ2, . . . , λN} ⊂ Λ′が存在して

A ⊂
N∪
k=0

Uλk

とできる. B ⊂ Aより
B ⊂

N∪
k=0

Uλk

であるが, Uλ0 = Bcは取り除いて,

B ⊂
N∪
k=1

Uλk

とできる. {λ1, λ2, . . . , λN} ⊂ Λより {Uλk
}Nk=1がBの任意開被覆 {Uλ}λ∈Λに対する有限

開被覆になっているので, Bはコンパクト集合である. 2

定義 2.20. A ⊂ R2とする. ある定数M > 0が存在して
∀x ∈ A, |x| ≤ M

を満たすとき, Aは有界であると定義する 1).

定理 2.21 (Heine–Borelの被覆定理). A ⊂ R2とする. 次の (i)と (ii)は同値である.

(i) AがR2の有界かつ閉集合である.

(ii) Aがコンパクトである.

1)X が一般の距離空間の場合には, つまり (X, d)を距離空間とすると, A ⊂ X に対して, ある定数M > 0
とある点 a ∈ Aが存在して

∀x ∈ A, d(x, a) ≤ M

を満たすとき, Aは有界であると定義される. この場合X = R2のとき, (R2, d2)を距離空間とみれば, a = 0
を選ぶことでこの定義は上記の定義 2.20と同値である.
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証明 (i)ならば (ii)を示す. まず, (i)を仮定すると, Aは有界なので, ある定数M > 0が
存在して

A ⊂ N(0;M)

を満たす. さらにこのN(0;M)を覆うように閉集合である正方形 S

N(0;M) ⊂ S := [−M,M ]× [−M,M ]

がとれる. Sを覆う任意開被覆 {Uλ}λ∈Λに対して, 有限開被覆を持たないと仮定する.

第 1象限から第 4象限まで 4分割し

S1 := [0,M ]× [0,M ],

S2 := [−M, 0]× [0,M ],

S3 := [−M, 0]× [−M, 0],

S4 := [0,M ]× [−M, 0]

とおく. このうち少なくとも 1つの Siは有限開被覆を持たない, つまり有限個では覆い尽
くせないことになる. なぜなら, すべてが有限開被覆を持てば, それらの総数で少なくて
も Sが有限個の Uλで覆い尽くせてしまうからである. その正方形を S(1)とおく. 次にこ
の正方形 S(1)に対して同様に 4分割して, S

(1)
1 , S

(1)
2 , S

(1)
3 , S

(1)
4 と名前をつけると, このう

ち少なくとも 1つの S
(1)
i は有限開被覆を持たない. その正方形を S(2)とおく. これを繰り

返すと, 有限開被覆を持たない閉集合である正方形の族 S(n)が存在して

S ⊃ S(1) ⊃ S(2) ⊃ · · · ⊃ S(n) ⊃ · · ·

がとれるが, 正方形の作り方から S(1)の 1辺の長さはM , S(2)の 1辺の長さはM/2, S(3)

の 1辺の長さはM/22のように S(n)の 1辺の長さがM/2n−1と一般化され, n → 0とする
とはさみうち原理より, ある点 xが存在して

x ∈
∩
n∈N

S(n) ⊂ S.

いま, {Uλ}λ∈Λは Sを覆う開集合族なので, ∃λx ∈ Λ s.t.

x ∈ Uλx

であるが, Uλxが開集合なので ∃ε > 0 s.t.

N(x; ε) ⊂ Uλx .

であるが, 一方で, この ε > 0に対して, ∃Nε ∈ N s.t.

S(Nε) ⊂ N(x; ε)
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なぜなら, 一辺の長さは 0に収束するからである. つまり S(Nε)は有限開被覆を持たない
正方形であったはずなのにUλxただ 1つで覆えてしまっていることになり矛盾. よって閉
集合 Sはコンパクトである.

A ⊂ S

であり, Aが閉集合なので定理 4.19よりAもコンパクトである.

(ii)ならば (i)を示す. Aがコンパクトであると仮定する. まずはAが有界な集合である
ことを示す. x0 ∈ Aを選んで固定しておく. このとき

Un := N(x0;n)

とおくと,

A ⊂ R2 =
∪
n∈K

Un

より {Un}n∈NはAの開被覆である. よってコンパクトの定義から有限個の {Un}Kn=1で覆
い直せるが, 実は最大の半径を持つ UK たった 1つで覆っている. よって, このN(x0;K)

をさらに覆うようにM > 0が存在して

A ⊂ N(x0;K) ⊂ N(0;M)

とできる. よってAは有界である. 次にAcが開集合であることを示す. x ∈ Acとする. 任
意の y ∈ Aに対して,

εy :=
1

3
d(x, y)

とおくと, x ∈ Ac, y ∈ Aより d(x, y) > 0なので εy > 0である. さらに

N(x; εy) ∩N(y; εy) = ∅

も得られる. いま
Uy := N(y; εy)

とおくと, Uyは開集合で
A ⊂

∪
y∈A

Uy

を満たすので {Uy}y∈AはAの開被覆である. Aがコンパクトであることから, 有限個で覆
い直せる, すなわち y1, y2, . . . , yK が存在して

A ⊂
K∪
k=1

Uyk .

そこで, ε := min{εy1 , εy2 , . . . , εyK}とおくと ε > 0でさらにN(x; ε) ⊂ N(x; εk)なので

N(x; ε) ∩

(
K∪
k=1

N(yk; εyk)

)
= ∅.
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つまり
N(x; ε) ⊂ Ac

が成立する. 実際, N(x; ε) ⊂ Aならばある点 z ∈ N(x; ε) ∩ Aがとれるが,

z ∈ A ⊂
K∪
k=1

Uyk

となり矛盾. 以上よりAcは開集合であるので, Aは閉集合である. 2


