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位相入門 I・自習シート

問 1 一般項が次の様に与えられた数列 {an}n∈Nの aへの収束を ε-N 論法で証明せよ.

(1) an :=
1

2n
+ 1, a = 1

解答例

� �
∀ε > 0, ∃Nε ∈ N s.t.

∀n ≥ Nε,

∣∣∣∣( 1

2n
+ 1

)
− 1

∣∣∣∣ < ε

を示せばよい. そこで先に ∣∣∣∣( 1

2n
+ 1

)
− 1

∣∣∣∣ < ε

となる番号を見積もっておくと∣∣∣∣( 1

2n
+ 1

)
− 1

∣∣∣∣ =
1

2n
< ε

となる番号であればよい.� �
ε > 0とする. アルキメデスの原理 1)より, あるNε ∈ Nが存在して

1

2ε
< Nε.

このとき, 任意の n ≥ Nεに対して
1

2ε
≤ Nε ≤ n

より
1

ε
< 2n,

つまり
1

2n
< ε.

よって, ∣∣∣∣( 1

2n
+ 1

)
− 1

∣∣∣∣ =
1

2n
< ε.

提出する場合は, 解答例を参考にして自分で採点をしておくこと. 提出しなくても試験で 60 点以上取れば合格です.
1)「自然数 N は上に有界ではない」という定理のこと. これによりどんな実数 r に対してもその r より大きな自然数 Nr が存在す

ることが保証される.



以上により
an → 1 (n → +∞).

別解

� �
∀ε > 0, ∃Nε ∈ N s.t.

∀n ≥ Nε,

∣∣∣∣( 1

2n
+ 1

)
− 1

∣∣∣∣ < ε

を示せばよい. そこで先に ∣∣∣∣( 1

2n
+ 1

)
− 1

∣∣∣∣ < ε

となる番号を見積もっておくと∣∣∣∣( 1

2n
+ 1

)
− 1

∣∣∣∣ =
1

2n

<
1

n
< ε

となる番号であればよい.� �
ε > 0とする. アルキメデスの原理より, あるNε ∈ Nが存在して

1

ε
< Nε.

このとき, 任意の n ≥ Nεに対して
1

ε
< Nε ≤ n

より
1

n
< ε.

よって, ∣∣∣∣( 1

2n
+ 1

)
− 1

∣∣∣∣ =
1

2n

<
1

n
< ε.

以上により
an → 1 (n → +∞).

注: 最初の解答例と比べ, 不等式を示せばいいので 1/2n < 1/nを利用するという工
夫がある.



(2) an :=
1√
n
, a = 0

解答例

� �
∀ε > 0, ∃Nε ∈ N s.t.

∀n ≥ Nε,

∣∣∣∣ 1√
n
− 0

∣∣∣∣ < ε

を示せばよい. そこで先に ∣∣∣∣ 1√
n
− 0

∣∣∣∣ = 1√
n
< ε

となる番号を見積もっておくと
1√
n
< ε,

1

ε2
< n

となる番号であればよい.� �
ε > 0とする. アルキメデスの原理より, あるNε ∈ Nが存在して

1

ε2
< Nε.

このとき, 任意の n ≥ Nεに対して
1

ε2
< Nε ≤ n

より
1√
n
< ε.

よって, ∣∣∣∣ 1√
n
− 0

∣∣∣∣ =
1√
n

< ε.

以上により
an → 0 (n → +∞).



(3) an :=
1

n
sinn, a = 0

解答例

� �
∀ε > 0, ∃Nε ∈ N s.t.

∀n ≥ Nε,

∣∣∣∣ 1n sinn− 0

∣∣∣∣ < ε

を示せばよい. そこで先に ∣∣∣∣ 1n sinn− 0

∣∣∣∣ < ε

となる番号を見積もっておくと, | sinn| ≤ 1 (∀n ∈ N)より∣∣∣∣ 1n sinn− 0

∣∣∣∣ =
1

n
| sinn|

≤ 1

n
< ε

となる番号であればよい.� �
ε > 0とする. アルキメデスの原理より, あるNε ∈ Nが存在して

1

ε
< Nε.

このとき, 任意の n ≥ Nεに対して
1

ε
< Nε ≤ n

より
1

n
< ε.

よって, ∣∣∣∣ 1n sinn− 0

∣∣∣∣ =
1

n
| sinn|

≤ 1

n
< ε

以上により
an → 0 (n → +∞).

問 2 a1, a2, b1, b2 ∈ Rとする.

(a21 + a22)(b
2
1 + b22) ≥ (a1b1 + a2b2)

2

を証明せよ.



証明 左辺から右辺を引いた式は

(a21 + a22)(b
2
1 + b22)− (a1b1 + a2b2)

2 = a21b
2
1 + a21b

2
2 + a22b

2
1 + a22b

2
2 − (a21b

2
1 + 2a1b1a2b2 + a22b

2
2)

= a21b
2
2 − 2a1b1a2b2 + a22b

2
1

= (a1b2)
2 − 2(a1b2)(a2b1) + (a2b1)

2

= (a1b2 − a2b1)
2 ≥ 0.

よって成立. 2

注 a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn ∈ Rとする. さらに一般化した (たす数を n個にした)(
n∑

i=1

a2i

)(
n∑

i=1

b2i

)
≥

(
n∑

i=1

aibi

)2

が成立する.


