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位相入門 II・自習シート

問 1 A ⊂ R2とする. このとき (A) = Aが成立することを示せ. ただし, Bが閉集合であ
ることとB = Bが成立することの同値性と, 閉包Aは閉集合であることを用いてよい.

証明 閉包 Aは閉集合である. よって B として Aを選んで閉集合の同値性を用いれば
(A) = Aが成立する. 2

問 2 A ⊂ R2とする. このとき
A = Ai ∪ ∂A

であることを示せ. ただし, R2 = Ai ∪ ∂A ∪ Aeを用いてもよい.

証明 (⊂)について, x ∈ Aとすると, 閉包の定義より点 xはAの触点であるので
∀ε > 0, N(x; ε) ∩ A ̸= ∅.

つまり x /∈ Aeが言える (自習シート問 3の (2)). よってR2 = Ai ∪ ∂A ∪Aeであったので,

x ∈ Ai ∪ ∂A.

(⊃)について, x ∈ Ai ∪ ∂Aとすると, x ∈ Aiまたは x ∈ ∂Aで場合分けできる.

(i) x ∈ Aiのとき, 内部の定義よりAi ⊂ Aなので x ∈ Aとなり, x ∈ A.

(ii) x ∈ ∂Aのとき,境界の定義より,点xはAの境界点であるので, ∀ε > 0, N(x; ε)∩A ̸= ∅
かつN(x; ε) ∩ Ac ̸= ∅を満たす. よってその片方であるN(x; ε) ∩ A ̸= ∅を満たすの
で, これは点 xがAの触点であることを意味する. よって x ∈ A.

以上より, 等号が成立. 2

問 3 (X, d)を距離空間とし, {xn}n∈N ⊂ X, x ∈ Xとする.� �
∀ε > 0, ∃Nε ∈ N s.t. ∀n ≥ Nε, d(xn, x) < ε� �
を満たすとき, xnは xに (X, d)で収束するといい,

xn → x (n → +∞)

または, 空間Xとそのときの距離 dを強調するために
xn → x in (X, d) (n → +∞)

とかく. 次の問いに答えよ.

(1) X = C([0, π]), つまり区間 [0, π]で連続な関数全体とする. また
d(f, g) := max

x∈[0,π]
{|f(x)− g(x)|}

とする. さらに fn(x) :=
1
n
sin x, f(x) := 0 とすると, fnは f に (X, d)で収束することを

示せ.

提出する場合は, 解答例を参考にして自分で採点をしておくこと. 提出しなくても試験で 60 点以上取れば合格です.



解答例 ε > 0とする.

d(fn, f) = max
x∈[0,π]

{| 1
n
sin x− 0|}

= max
x∈[0,π]

{ 1
n
sin x}

=
1

n
sin

π

2

=
1

n
.

よって, ∃Nε ∈ N s.t.

Nε >
1

ε

より, ∀n ≥ Nεに対して

d(fn, f) =
1

n

≤ 1

Nε

< ε.

(2) X = C([0, π]),

d1(f, g) :=

∫ π

0

|f(x)− g(x)|dx

とする. さらに fn(x) :=
1
n
sin x, f(x) := 0 とすると, fnは f に (X, d1)で収束することを

示せ.

解答例 ε > 0とする.

d1(fn, f) =

∫ π

0

| 1
n
sin x− 0|dx

=
1

n

∫ π

0

sin xdx

=
1

n
[− cos x]π0

=
2

n
.

よって, ∃Nε ∈ N s.t.

Nε >
2

ε

より, ∀n ≥ Nεに対して

d1(fn, f) =
2

n

≤ 2

Nε

< ε.


