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微分方程式 II・自習シート

問 1 x := x(t)とし, a ∈ R; a ̸= 0する. 求積法によって
dx

dt
= ax

の一般解 (任意定数Cを含む形の解)を求めよ. また, t = 0における初期条件を追加し
dx

dt
= ax

x(0) = x0

の特解 (初期条件から一般解の任意定数Cを 1つに定める)を求めよ.

解答例 x ̸= 0のとき
dx

dt
= ax

の両辺を xで割ると
1

x

dx

dt
= a

を得る (変数分離). 両辺を tについて積分すると∫
1

x

dx

dt
dt =

∫
adt,∫

1

x
dt =

∫
adt,

log |x|+ C1 = at+ C2

ただし, C1とC2は積分定数. よって, C3 := C1 − C2とおいて, 式変形すると 1)

log |x| = at+ C3,

|x| = eat+C3 = eateC3 ,

x = ±eC3eat.

ここで, C := ±eC3とおくと
x = Ceat

を得る. 一方, x = 0について, これも微分方程式を満たすので 1つの解であるが, C = 0

の場合で表現可能である. よって一般解は x = Ceatである.

次に x(0) = x0を満たすようにCを決めると,

x(0) = Cea×0 = Ce0 = C

なので, 初期条件よりC = x0が得られる. 以上により特解は x = x0e
at.

提出する場合は, 解答例を参考にして自分で採点をしておくこと. 提出しなくても試験で 60 点以上取れば合格です.
1)log2 8 = 3 であるが, それは対数の定義 2log2 8 = 23 = 8 からの帰結である. よって log |x| = at+ C3 より elog |x| = eat+C3

だが左辺は対数の定義から |x| そのものである.



問 2 x := x(t), y := y(t)とする. 次の連立微分方程式の一般解を次の手順に従って求めよ.
dx

dt
= −2x+ 2y

dy

dt
= −x− 5y

簡単のため dx/dt = x′, dy/dt = y′のように表記する.

(1) 2つめの式 x = −y′ − 5yとそれを微分した式

x′ = −y′′ − 5y′

を用意する. これらを 1つめの式に代入することで yだけの微分方程式

y′′ + 7y′ + 12 = 0

が得られることを確かめよ.

解答例
(−y′′ − 5y′) = −2(−y′ − 5y)− 5y.

よって
y′′ + 7y′ + 12 = 0.

(2) (1)で得られた微分方程式を解いて一般解 yを求めよ.

解答例
y′′ + 7y′ + 12 = 0

の特性方程式
λ2 + 7λ+ 12 = 0,

(λ+ 4)(λ+ 3) = 0

より λ = −3,−4. 以上から一般解は

y(t) = C1e
−3t + C2e

−4t

(3) (2)で得られた yを用いて xを求めよ.

解答例
y(t) = C1e

−3t + C2e
−4t,

y′(t) = −3C1e
−3t − 4C2e

−4t.

2つめの式から

x = −y′ − 5y

= −(−3C1e
−3t − 4C2e

−4t)− 5(C1e
−3t + C2e

−4t)

= −2C1e
−3t − C2e

−4t.



問 3 2次正方行列
A =

(
1 −2

−3 4

)
, I =

(
1 0

0 1

)
を考える. フロベニウスノルム

∥A∥ :=

√√√√ 2∑
i,j=1

|aij|2 =
√

|a11|2 + |a12|2 + |a21|2 + |a22|2

を思い出し, ∥A∥と ∥I∥の値をそれぞれ求め, この場合 ∥AI∥ = ∥A∥∥I∥は成立しないこと
を確かめよ.

解答例
∥A∥ =

√
12 + (−2)2 + (−3)2 + 42 =

√
1 + 4 + 9 + 16 =

√
30,

∥I∥ =
√
12 + 02 + 02 + 12 =

√
2.

次にAI = Aであることに注意すると

∥AI∥ = ∥A∥ =
√
30.

一方
∥A∥∥I∥ =

√
30
√
2 = 2

√
15

となり, この場合 ∥AI∥ = ∥A∥∥I∥は成立しない.

問 4 n次正方行列を考える. 行列のノルムとして講義で用いたフロベニウスノルムとは
異なる次のノルムを考える:

∥A∥1 :=
n∑

i,j=1

|aij| = |a11|+ |a12|+ · · ·+ |ann|.

このとき次の問いに答えよ.

(1) 次の行列A, B, Iに対して ∥A∥1, ∥B∥1, ∥I∥1の値をそれぞれ求めよ 2).

A =

(
1 2

8 10

)
, B =

2 1 0

1 2 1

0 1 2

 , I =

(
1 0

0 1

)
.

解答例
∥A∥1 = |1|+ |2|+ |8|+ |10| = 21,

∥B∥1 = |2|+ |1|+ |0|+ |1|+ |2|+ |1|+ |0|+ |1|+ |2| = 3 + 4 + 3 = 10,

∥I∥1 = |1|+ |0|+ |0|+ |1| = 2.

(2) 任意の n次正方行列Aと任意の実数 t ∈ Rに対して

∥tA∥1 = |t|∥A∥1

が成立することを証明せよ.
2)もう [ ] ではなく ( ) を使うことにする.



解答例

(左辺) = ∥tA∥1

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
t


ta11 ta12 · · · ta1n

ta21
. . .

...
...

...

tan1 · · · tann


∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1

=
n∑

i,j=1

|taij|

= |t|
n∑

i,j=1

|aij|

= |t|∥A∥1 = (右辺)

よって成立. 2

(3) 任意の n次正方行列 A, Bに対して次の劣加法性 (三角不等式)が成立することを証
明せよ.

∥A+B∥1 ≤ ∥A∥1 + ∥B∥1.

解答例

(左辺) = ∥A+B∥1

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥


a11 + b11 a12 + b12 · · · a1n + b1n

a21 + b21
. . .

...
...

...

an1 + bn1 · · · ann + bnn


∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1

=
n∑

i,j=1

|aij + bij|

≤
n∑

i,j=1

(|aij|+ |bij|)

=
n∑

i,j=1

|aij|+
n∑

i,j=1

|bij|

= ∥A∥1 + ∥B∥1 = (右辺)

よって, ∥A+B∥1 ≤ ∥A∥1 + ∥B∥1が成立. 2

(4) 任意の n次正方行列A, Bに対して次の劣乗法性が成立することを証明せよ 3).

∥AB∥1 ≤ ∥A∥1∥B∥1.
3)ただし, 次の不等式を用いてもよい:

2∑
k=1

|ak||bk| = |a1||b1|+ |a2||b2|,(
2∑

k=1

|ak|
)(

2∑
ℓ=1

|bℓ|
)

= |a1||b1|+ |a2||b1|+ |a1||b2|+ |a2||b2|,

2∑
k=1

|ak||bk| ≤
(

2∑
k=1

|ak|
)(

2∑
ℓ=1

|bℓ|
)



解答例

(左辺) = ∥AB∥1

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥


a11 a12 · · · a1n

a21
. . .

...
...

...

an1 · · · ann



b11 b12 · · · b1n

b21
. . .

...
...

...

bn1 · · · bnn


∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥


∑n

k=1 a1kbk1
∑n

k=1 a1kbk2 · · ·
∑n

k=1 a1kbkn∑n
k=1 a2kbk1

. . .
...

...
...∑n

k=1 ankbk1 · · ·
∑n

k=1 ankbkn


∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1

=
n∑

i,j=1

(
n∑

k=1

|aikbkj|

)

=
n∑

k=1

(
n∑

i=1

n∑
j=1

|aik||bkj|

)

=
n∑

k=1

(
n∑

i=1

|aik|

)(
n∑

j=1

|bkj|

)

≤

(
n∑

k=1

n∑
i=1

|aik|

)(
n∑

ℓ=1

n∑
j=1

|blj|

)
= ∥A∥1∥B∥1 = (右辺)

よって成立. 2

を一般化して
n∑

k=1

(
n∑

i=1

|aik|
) n∑

j=1

|bkj |

 ≤
(

n∑
k=1

n∑
i=1

|aik|
) n∑

ℓ=1

n∑
j=1

|blj |




