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微分方程式 II・補助シート

この補助シートでは, 正方行列A, BがAB = BAを満たすとき,

eAeB = eA+B

を, 講義で証明した方法の別解として行列のノルムの評価 (不等式)から導く. さらにBが
逆行列を持つとき

BeAB−1 = eBAB−1

を満たすことを講義のように行列のノルムの評価 (不等式)から導かず形式的な別解法を
解説する.

自習シートNo.5の問題からも分かるが,
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となることに注意する.



である. この行列は n → +∞のとき eA+Bに収束する. 一方で
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について考えると Snと Tnの形から同じ行列Xに収束することが分かる. よって

∥eAeB − eA+B∥ = ∥eAeB − Tn + Tn − Sn + Sn − eA+B∥
≤ ∥eAeB − Tn∥+ ∥Tn − Sn∥+ ∥Sn − eA+B∥
→ 0 (n → ∞).

よって, eAeB = eA+Bを得る 2).

Bが逆行列を持つとき
BeAB−1 = eBAB−1

を形式的に導く.
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ここで, BIB−1 = BB−1 = Iを用いた.

2)この別解では級数の項の順序の入れ換えを用いていないことに注意する. 有限和はいつでも入れ換え可能である.


